
محاسبات عددی
(درونیابی)

عباس روحانی
استادیار دانشکده کشاورزی گروه مهندسی مکانیک بیو سیستم



Given (x0,y0), (x1,y1), …… (xn,yn), find the value of ‘y’ at a value 
of ‘x’ that is not given.



,f0صورتبهx0,x1,…,xnنقاطدرf(x)تابعمقادیرگاههر f1, …, fnباشد،معلوم

xn…x2x1x0xi

fn…f2f1f0f(xi)=fi

x≠xiوxϵ(x0,xn)وقتیf(x)مقدارتخمینیعنیدرونیابی , i=1,…,n-1

x∉[x0وقتیf(x)مقدارتخمینیعنیبرونیابی , xn]

هشدبیانجدولیتوسطواستمشخصنقاطبعضیدرآنمقادیرکهfمانندتابعی:تعریف
.شودمینامیدهجدولیتابعیکاست،



x≠xi:داریمi≠jبرایکهطوریبهاست،شدهدادهجدولباfتابعکنیدفرض

,x≠xiبرایxϵ(x0,xn)کهf(x)تخمینبرای i=1,…,n-1،
.باشدfiهمانxiدرآنمقدارکهکنیمپیداP(x)مانندایجملهچندیک

درونیابی

𝑷 𝒙𝒊 = 𝒇𝒊, 𝒊 = 𝟎, 𝟏, … , 𝒏

.کار می کنیمP(x)با [x0, xn]در فاصله f(x)به جای 



صدقزیرشرطدرکهداردوجود،nدرجهازحداکثر،P(x)ایجملهچندیکفقط:قضیه
.کند

𝑷 𝒙𝒊 = 𝒇𝒊, 𝒊 = 𝟎, 𝟏, … , 𝒏

مینامیدهfدرونیابایجملهچندکند،صدقبالاشرطدرکهP(x)ایجملهچند:تعریف
.شود



𝑳𝒋 𝒙 =
𝒙−𝒙𝟎 𝒙−𝒙𝟏 … 𝒙−𝒙𝒋−𝟏 𝒙−𝒙𝒋+𝟏 …(𝒙−𝒙𝒏)

𝒙𝒋−𝒙𝟎 𝒙𝒋−𝒙𝟏 … 𝒙𝒋−𝒙𝒋−𝟏 𝒙𝒋−𝒙𝒋+𝟏 …(𝒙𝒋−𝒙𝒏)
, j=0,1,2,…

𝑷 𝒙 = 𝑳𝟎 𝒙 𝒇𝟎 + 𝑳𝟏 𝒙 𝒇𝟏 +⋯+ 𝑳𝒏 𝒙 𝒇𝒏

چند جمله ای لاگرانژ

,Ln(x)کنیممیفرضروشایندر …,L1(x), L0(x)درجهایجملهچندیکیک،هرn
:داریمباشد،



𝑳𝒋 𝒙 =
𝒙−𝒙𝟎 𝒙−𝒙𝟏 … 𝒙−𝒙𝒋−𝟏 𝒙−𝒙𝒋+𝟏 …(𝒙−𝒙𝒏)

𝒙𝒋−𝒙𝟎 𝒙𝒋−𝒙𝟏 … 𝒙𝒋−𝒙𝒋−𝟏 𝒙𝒋−𝒙𝒋+𝟏 …(𝒙𝒋−𝒙𝒏)
, j=0,1,2,…

𝑳𝒋 𝒙𝒊 =  

𝟎 𝒊 ≠ 𝒋

𝟏 𝒊 = 𝒋

𝑷 𝒙𝒊 = 𝒇𝒊, 𝒊 = 𝟎, 𝟏, … , 𝒏 بنابراین

چندیککهشود،مینامیدهلاگرانژایجملهچندLj(x)ایجملهچند:تعریف
.باشدمیnدرجهازایجمله



10-1xi

311fi

.را که مربوط به تابع جدولی زیر است، به دست آوریدP(x)چند جمله ای 

n=2:  در این مثال داریم

𝑳𝟎 𝒙 =
𝒙 − 𝒙𝟏 𝒙− 𝒙𝟐
𝒙𝟎 − 𝒙𝟏 𝒙𝟎 − 𝒙𝟐

=
𝒙 − 𝟎 𝒙 − 𝟏

−𝟏− 𝟎 −𝟏− 𝟏
=
𝒙𝟐 − 𝒙

𝟐

𝑳𝟏 𝒙 =
𝒙 − 𝒙𝟎 𝒙 − 𝒙𝟐
𝒙𝟏 − 𝒙𝟎 𝒙𝟏 − 𝒙𝟐

=
𝒙 + 𝟏 𝒙 − 𝟏

𝟎 + 𝟏 𝟎 − 𝟏
= −(𝒙𝟐 − 𝟏)

𝑳𝟐 𝒙 =
𝒙 − 𝒙𝟎 𝒙 − 𝒙𝟏
𝒙𝟐 − 𝒙𝟎 𝒙𝟐 − 𝒙𝟏

=
𝒙 + 𝟏 𝒙− 𝟎

𝟏 + 𝟏 𝟏 − 𝟎
=
𝒙𝟐 + 𝒙

𝟐



𝑷 𝒙 = 𝑳𝟎 𝒙 𝒇𝟎 + 𝑳𝟏 𝒙 𝒇𝟏 + 𝑳𝟐 𝒙 𝒇𝟐

= 𝑳𝟎 𝒙 × 𝟏 + 𝑳𝟏 𝒙 × 𝟏 + 𝑳𝟐 𝒙 × 𝟑

=
𝒙𝟐 − 𝒙

𝟐
− 𝒙𝟐 − 𝟏 +

𝟑

𝟐
(𝒙𝟐 + 𝒙)

𝑷 𝒙 = 𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟏



𝑷 𝒙𝟎 = 𝑷 −𝟏 = (−𝟏)𝟐+ −𝟏 + 𝟏 = 𝟏 = 𝒇𝟎

𝑷 𝒙𝟐 = 𝑷 𝟏 = (𝟏)𝟐+ 𝟏 + 𝟏 = 𝟑 = 𝒇𝟐

𝑷 𝟎.𝟓 ≅ 𝑷 𝟎. 𝟓 = 𝟎. 𝟓 𝟐 + 𝟎.𝟓 + 𝟏 = 𝟏. 𝟕𝟓



x=[-1 0 1];
y=[1 1 3];
p=polyfit(x,y,2);

P=[1 1 1]

yp=polyval(p,-1:0.01:1);
plot(x,y,'*')
ylim([0 3])
hold on
grid on
plot(-1:0.01:1,yp);



معایب روش لاگرانژ

.استزیاددرونیابایجملهچندتعیینبرایمحاسبات-1

.شودمیتعیینمحاسباتاتمامازبعدتنهادرونیاب،ایجملهچنددرجه-2

مجددابایستیراعملیاتکلیهجدولی،نقاطبهنقطهچندیایککردناضافهبا.3
.دادانجام



چند جمله ای درونیاب بر حسب تفاضلات تقسیم شده نیوتن 

x0کنیدفرض:تعریف ,x1 ,…, xnومتمایزدوبهدونقاطf0 , f1 , …, fn

.باشندنقاطایندرfتابعمقادیر

میتعریفزیرصورتبهراxi+1وxiبیناولمرتبهشدهتقسیمتفاضلات
:کنیم

𝒇 𝒙𝒊, 𝒙𝒊+𝟏 =
𝒇 𝒙𝒊 − 𝒇 𝒙𝒊+𝟏

𝒙𝒊 − 𝒙𝒊+𝟏
=
𝒇𝒊 − 𝒇𝒊+𝟏
𝒙𝒊 − 𝒙𝒊+𝟏

𝒇 𝒙𝟎, 𝒙𝟏 =
𝒇𝟎 − 𝒇𝟏
𝒙𝟎 − 𝒙𝟏

𝒇 𝒙𝟏, 𝒙𝟐 =
𝒇𝟏 − 𝒇𝟐
𝒙𝟏 − 𝒙𝟐



𝒇 𝒙𝒊, 𝒙𝒊+𝟏, 𝒙𝒊+𝟐 =
𝒇 𝒙𝒊, 𝒙𝒊+𝟏 − 𝒇 𝒙𝒊+𝟏, 𝒙𝒊+𝟐

𝒙𝒊 − 𝒙𝒊+𝟐

میتعریفزیرصورتبهراxi+2وxi،xi+1بیندوممرتبهشدهتقسیمتفاضلات
:کنیم

تقسیمتتقاضلااما.کردتعریفرابالاترمرتبهازشدهتقسیمتفاضلاتتوانمیبالامشابه
رتبهمشدهتقسیمتفاضلاتاساسبروفرمولهانوشتنبدونرامختلفهایمرتبهازشده

.نوشتترپایین



تفاضلات مرتبه

fixiاولدوم

𝟏 − 𝟏

−𝟏− 𝟎
= 𝟎

1-1

𝟎 − 𝟐

−𝟏− 𝟏
= 𝟏

10

𝟏 − 𝟑

𝟎 − 𝟏
= 𝟐

31

10-1xi

311fi

جدول تفاضلات مربوط به تابع جدولی زیر را به دست آورید



3210-1xi

19511-1fi

جدول تفاضلات مربوط به تابع جدولی زیر را به دست آورید

تفاضلات مرتبه

fixiاولدومسومچهارم

-1-1

10

11

52

193

−𝟏 − 𝟏

−𝟏 − 𝟎
= 𝟐

𝟏 − 𝟏

𝟎 − 𝟏
= 𝟎

𝟏 − 𝟓

𝟏 − 𝟐
= 𝟒

𝟓 − 𝟏𝟗

𝟐 − 𝟑
= 𝟏𝟒

𝟐 − 𝟎

−𝟏 − 𝟏
= −𝟏

𝟎 − 𝟒

𝟎 − 𝟐
= 𝟐

𝟒 − 𝟏𝟒

𝟏 − 𝟑
= 𝟓

−𝟏 − 𝟐

−𝟏 − 𝟐
= 𝟏

𝟐 − 𝟓

𝟎 − 𝟑
= 𝟏

𝟏 − 𝟏

−𝟏 − 𝟑
= 𝟎



فرمول چند جمله ای درونیاب بر حسب تفاضلات تقسیم شده نیوتن

عبارتست از x0 ,x1 ,…, xnدر نقاط fچند جمله ای درونیاب 

𝑷 𝒙 = 𝒇𝟎 + 𝒙 − 𝒙𝟎 𝒇 𝒙𝟎, 𝒙𝟏 + 𝒙− 𝒙𝟎 𝒙 − 𝒙𝟏 𝒇 𝒙𝟎, 𝒙𝟏, 𝒙𝟐 +⋯+

𝒙 − 𝒙𝟎 𝒙 − 𝒙𝟏 … 𝒙 − 𝒙𝒏−𝟏 𝒇 𝒙𝟎, 𝒙𝟏, … , 𝒙𝒏

𝒇 𝒙𝟎, 𝒙𝟏, … , 𝒙𝒊 =
𝒇 𝒙𝟎,… , 𝒙𝒊−𝟏 − 𝒇 𝒙𝟏, … , 𝒙𝒊

𝒙𝟎 − 𝒙𝒊

:x0,x1,…,xiنقاطبینامiمرتبهتفاضلات



6310xi

1694-61fi

:چند جمله ای درونیاب تابع جدولی زیر را به روش تفاضلات تقسیم شده نیوتن به دست آورید

تفاضلات مرتبه

fixiاولدومسوم

10

-61

43

1696

-7

5

55

4

10
1

1

𝑷چند جمله ای درونیاب  𝒙
= 𝒇𝟎 + 𝒙− 𝒙𝟎 𝒇 𝒙𝟎, 𝒙𝟏 + 𝒙− 𝒙𝟎 𝒙 − 𝒙𝟏 𝒇 𝒙𝟎, 𝒙𝟏, 𝒙𝟐
+ 𝒙 − 𝒙𝟎 𝒙 − 𝒙𝟏 𝒙 − 𝒙𝟐 𝒇 𝒙𝟎, 𝒙𝟏, 𝒙𝟐, 𝒙𝟑

𝑷 𝒙 = 𝟏 − 𝟕𝒙 + 𝟒 𝒙 − 𝟎 𝒙 − 𝟏 + 𝟏 𝒙 − 𝟎 𝒙 − 𝟏 𝒙 − 𝟑 = 𝒙𝟑 − 𝟖𝒙 + 𝟏

i

0

1

2

3



ارچهارحداکثردرجهازایجملهچندنیوتنروشبه،کنیدفرض
کنددرونیابیزیرالفاصلهمتساوینقاطدرراfتابعکهآوریددستبه

𝒇 𝒙 =
𝟏

𝟏 + 𝒙𝟐

𝒙𝒊 =
𝟏𝟎𝒊

𝟒
− 𝟓 , 𝒊 = 𝟎, 𝟏, 𝟐, 𝟑, 𝟒

𝒙𝟎 = −𝟓, 𝒙𝟏 = −
𝟓

𝟐
, 𝒙𝟐 = 𝟎, 𝒙𝟑 =

𝟓

𝟐
, 𝒙𝟒 = 𝟓

:نقاط درونیابی عبارتند از



>> ezplot('1/(1+x^2)')

>> x=[-5 -5/2 0 5/2 5]

x =   -5.0000   -2.5000         0    2.5000    5.0000

>> y=1./(1+x.^2)

y = 0.0385    0.1379    1.0000    0.1379    0.0385

>> hold on

>> plot(x,y,'*')

>> p=polyfit(x,y,4)

p =    0.0053   -0.0000   -0.1711    0.0000    1.0000

>> w=polyval(p,-5:0.01:5);

>> hold on

>> plot(-5:0.01:5,w,'.r')





باشندلهالفاصمتساویدرونیابینقاطهرگاهتابعیکدرونیابیومتناهیتفاضلات

چهx0,x1,…,xiنقاطبرایکلیحالتدرنیوتنشدهتقسیمتفاضلاتولاگرانژروشهای
.دهندمیدستبهرادرونیابایجملهچندنباشند،چهباشند،الفاصلهمتساوی

,a]فاصلهگاههر b]بهراNصورتبهفاصلهزیر[xi, xi+1]طولبهکدامهرhداریمکنیم،تقسیم:

𝒙 = 𝒂 𝒉 𝒃, 𝒉 =
𝒃 − 𝒂

𝑵



:ازعبارتندx=1(0.1)2نقاط

x0=1, x1=1.1, x2=1.2, … , x10=2

:ازعبارتندx=a(h)bنقاط

𝒙𝒊 = 𝒂 + 𝒊𝒉 , 𝒊 = 𝟎, 𝟏, 𝟐,… ,𝑵

𝒙𝒊+𝟏 − 𝒙𝒊 = 𝒉 , 𝒊 = 𝟎, 𝟏, 𝟐, … ,𝑵 − 𝟏

𝒙𝒊 = 𝒙𝟎 + 𝒊𝒉 , 𝒊 = 𝟎, 𝟏, 𝟐,… ,𝑵

:باشد داریمa=x0هرگاه 



:یمکنمیتعریفزیرصورتبهخطیتبدیلیکهستند،الفاصلهمتساویxiنقاطکهحالتیدر

𝒔 𝒙 = 𝒔 =
𝒙 − 𝒙𝟎
𝒉

𝒙 𝒔 = 𝒙 = 𝒙𝟎 + 𝐬𝐡

:داشتخواهیمفوقخطیتبدیلبرایبنابراین

𝒇 𝒙 = 𝒇 𝒙𝟎 + 𝒔𝒉 = 𝒇𝒔

.تبدیل می کندsرا به یک چند جمله ای بر حسب xیک چند جمله ای بر حسب 



:∆تعریف عملگر تفاضل پیشرو 

∆𝒊𝒇𝒔 =  

𝒇𝒔 𝒊 = 𝟎

∆𝒊−𝟏𝒇𝒔+𝟏 − ∆
𝒊−𝟏𝒇𝒔 𝒊 > 𝟎

∆𝒇𝒔 = ∆𝟎𝒇𝒔+𝟏 − ∆
𝟎𝒇𝒔 = 𝒇𝒔+𝟏 − 𝒇𝒔

∆𝟐𝒇𝒔 = ∆𝒇𝒔+𝟏 − ∆𝒇𝒔 = (∆𝟎𝒇𝒔+𝟐 − ∆
𝟎𝒇𝒔+𝟏) − (𝒇𝒔+𝟏 − 𝒇𝒔)

= 𝒇𝒔+𝟐 − 𝟐𝒇𝒔+𝟏 + 𝒇𝒔



هماهیمتنتفاضلاتجدولکهراتفاضلاتجدولتوانمیباشند،الفاصلهمتساویxiنقاطهرگاه
:دادتشکیلشود،مینامیده

∆𝟑∆𝟐∆𝒇𝒔𝒙𝒊

𝒇𝟎𝒙𝟎

𝒇𝟏𝒙𝟏

𝒇𝟐𝒙𝟐

𝒇𝟑𝒙𝟑

∆𝒇𝟎

∆𝒇𝟏

∆𝒇𝟐

∆𝟐𝒇𝟎

∆𝟐𝒇𝟏

∆𝟑𝒇𝟎

:جدول تفاضلات به صورت زیر استn=3برای 



:تفاضلات مربوط به تابع جدولی زیر را حساب کنید

210-1xi

92-10fi

∆𝟑∆𝟐∆𝒇𝒊𝒙𝒊

0-1

-10

21

92

−𝟏− 𝟎 = −𝟏

𝟐 + 𝟏 = 3

𝟗 − 𝟐 = 7

𝟑 + 𝟏 = 4

𝟕 − 𝟑 = 4

𝟒 − 𝟒 = 0



پیشروفرمول چند جمله ای درونیاب برحسب تفاضلات 

(فرمول تفاضل پیشرو نیوتن)

𝑷 𝒙

= 𝒇𝟎 + 𝒔∆𝒇𝟎 +
𝒔(𝒔 − 𝟏)

𝟐!
∆𝟐𝒇𝟎 +

𝒔(𝒔 − 𝟏)(𝒔 − 𝟐)

𝟑!
∆𝟑𝒇𝟎

+⋯+
𝒔 𝒔 − 𝟏 𝒔 − 𝟐 …(𝒔 − 𝒏 + 𝟏)

𝒏!
∆𝒏𝒇𝟎

ایجملهچندصورتایندر،x=x0+shوباشندالفاصلهمتساوینقاطxiگاههر
:باشدمیزیرصورتبهپیشروتفاضلاتحسببرfدرونیاب



𝒔 𝒔 − 𝟏 𝒔 − 𝟐 …(𝒔 − 𝒊 + 𝟏)

𝒊!
=

𝒔
𝒊

𝑷 𝒙 = 𝒇𝟎 +
𝒔
𝟏
∆𝒇𝟎 +

𝒔
𝟐
∆𝟐𝒇𝟎 +

𝒔
𝟑
∆𝟑𝒇𝟎 +⋯+

𝒔
𝒏

∆𝒏𝒇𝟎

(فرمول تفاضل پیشرو نیوتن)



ا حساب فرمول چند جمله ای درونیاب مربوط به تابع جدولی بر حسب تفاضلات پیشرو نیوتن زیر ر
:کنید

4321xi

171052fi

∆𝟑∆𝟐∆𝒇𝒔𝒙𝒊

21

52

103

174

𝟑

𝟓

𝟕

𝟐

𝟐

𝟎



𝑷 𝒙 = 𝒇𝟎 +
𝒔
𝟏
∆𝒇𝟎 +

𝒔
𝟐
∆𝟐𝒇𝟎 +

𝒔
𝟑
∆𝟑𝒇𝟎

= 𝟐 + 𝟑𝒔 +
𝒔(𝒔 − 𝟏)

𝟐
× 𝟐 = 𝒔𝟐 + 𝟐𝒔 + 𝟐

𝒙 = 𝒙𝟎 + 𝒔𝒉

𝒙𝟎 = 𝟏, 𝒉 = 𝟏
𝒙 = 𝟏 + 𝒔 𝒔 = 𝒙 − 𝟏

𝑷 𝒙 = 𝒙 − 𝟏 𝟐 + 𝟐 𝒙 − 𝟏 + 𝟐 = 𝒙𝟐 + 𝟏



>> x=1:4;
>> y=[2 5 10 17];
>> p=polyfit(x,y,3)
p =    0.0000    1.0000    0.0000    1.0000
>> yp=polyval(p,1:0.1:4);
>> plot(x,y,'*') hold on  grid on
>> plot(1:0.1:4,yp)

𝑷 𝒙 = 𝒙𝟐 + 𝟏



:𝛁پسرو تعریف عملگر تفاضل 

𝛁𝒊𝒇𝒔 =  

𝒇𝒔 𝒊 = 𝟎

𝛁𝒊−𝟏𝒇𝒔 − 𝛁
𝒊−𝟏𝒇𝒔−𝟏 𝒊 > 𝟎

𝛁𝒇𝒔 = 𝛁𝟎𝒇𝒔 − 𝛁
𝟎𝒇𝒔−𝟏 = 𝒇𝒔 − 𝒇𝒔−𝟏

𝛁𝟐𝒇𝒔 = 𝛁𝒇𝒔 − 𝛁𝒇𝒔−𝟏 = 𝒇𝒔 − 𝒇𝒔−𝟏 − (𝛁𝟎𝒇𝒔−𝟏 − 𝛁𝟎𝒇𝒔−𝟐)
= 𝒇𝒔 − 𝟐𝒇𝒔−𝟏 + 𝒇𝒔−𝟐



𝛁𝟑𝛁𝟐𝛁𝒇𝒔𝒙𝒊

𝒇𝟎𝒙𝟎

𝒇𝟏𝒙𝟏

𝒇𝟐𝒙𝟐

𝒇𝟑𝒙𝟑

𝛁𝒇𝟏

𝛁𝒇𝟐

𝛁𝒇𝟑

𝛁𝟎𝒇𝟐

𝛁𝟎𝒇𝟑

𝛁𝟑𝒇𝟑

:به صورت زیر استتفاضلات پسرو جدول n=3برای 



پیسروفرمول چند جمله ای درونیاب برحسب تفاضلات 

(نیوتنپسرو فرمول تفاضل )

𝑷 𝒙

= 𝒇𝒏 + 𝒔𝛁𝒇𝒏 +
𝒔(𝒔 + 𝟏)

𝟐!
𝛁𝟐𝒇𝒏 +

𝒔(𝒔 + 𝟏)(𝒔 + 𝟐)

𝟑!
𝛁𝟑𝒇𝒏

+⋯+
𝒔 𝒔 + 𝟏 𝒔 + 𝟐 … (𝒔 + 𝒏 − 𝟏)

𝒏!
𝛁𝒏𝒇𝒏

تفاضلاتازکهاستلازماست،جدولانتهاینقاطنزدیکxوقتیf(x)تخمینبرای
.کنیماستفادهشودمیبیانجدولانتهایینقاطحسببرکهپسرو

𝒙 = 𝒙𝒏 + 𝒔𝒉



:برای تابع جدولی زیر جدول تفاضلات پسرو نیوتن حساب کنید

4321xi

171052fi

𝛁𝟑𝛁𝟐𝛁𝒇𝒔𝒙𝒊

21

52

103

174

𝟑

𝟓

𝟕

𝟐

𝟐

𝟎



𝑷 𝒙 = 𝒇𝟑 + 𝒔𝛁𝒇𝟑 +
𝒔(𝒔 + 𝟏)

𝟐
𝛁𝟐𝒇𝟑

= 𝟏𝟕+ 𝟕𝒔 +
𝒔(𝒔 + 𝟏)

𝟐
× 𝟐 = 𝒔𝟐 + 𝟖𝒔 + 𝟏𝟕

𝒙 = 𝟒 + 𝒔 𝒔 = 𝒙 − 𝟒

𝑷 𝒙 = 𝒙 − 𝟒 𝟐 + 𝟖 𝒙 − 𝟒 + 𝟏𝟕 = 𝒙𝟐 + 𝟏

𝒙 = 𝒙𝒏 + 𝒔𝒉



شکل دترمینانی چند جمله ای درونیاب

𝑷 𝒙
𝒇𝟎
𝒇𝟏

𝟏
𝟏
𝟏

𝒙
𝒙𝟎
𝒙𝟏

⋮ ⋮ ⋮
𝒇𝒏 𝟏 𝒙𝒏

𝒙𝟐

𝒙𝟎
𝟐

𝒙𝟏
𝟐

⋯
⋯
⋯

𝒙𝒏

𝒙𝟎
𝟐

𝒙𝟏
𝟐

⋮ ⋮ ⋮
𝒙𝒏
𝟐 ⋯ 𝒙𝒏

𝒏

= 𝟎

ایجملهچندیکصورتایندردهیمبسطاولسطرحسببررادترمینانهرگاه
.آیدمیدستبهnدرجهازحداکثر



.چند جمله ای درونیاب تابع جدولی زیر را به کمک روش دترمینان به دست آورید

20xi

31fi

𝑷(𝒙) 𝟏 𝒙
𝟏 𝟏 𝟎
𝟑 𝟏 𝟐

=0

𝟐𝑷 𝒙 − 𝟏 𝟐 + 𝒙 𝟏 − 𝟑 = 𝟎

𝑷 𝒙 = 𝒙 + 𝟏

n=1در این مثال 



خطای چند جمله ای درونیاب 

fوبودهx0,x1,…,xnمتمایزدوبهدونقاطدرfدرونیابایجملهچندP(x)گاههر

:داریمآنگاهباشد،n+1مرتبهمشتقدارای

𝒇 𝒙 = 𝑷 𝒙 +
𝒙 − 𝒙𝟎 𝒙 − 𝒙𝟏 … 𝒙 − 𝒙𝒏

𝒏 + 𝟏 !
𝒇 𝒏+𝟏 (𝒄)

c   عددی نامشخص بوده و𝒙𝟎 < 𝒄 < 𝒙𝒏

𝒇 𝒌 (𝒄) مشتق مرتبهk  ام تابعf



𝒇یک کران بالا برای M، هر گاه cبه دلیل نامشخص بودن  𝒏+𝟏 (𝒙)  در فاصله[𝒙𝟎 𝒙𝒏]باشد :

𝒇 𝒏+𝟏 (𝒙) ≤ 𝑴, 𝒙 ∈ [𝒙𝟎 , 𝒙𝒏]

𝒇 𝒙 − 𝑷 𝒙 ≤ 𝒙 − 𝒙𝟎 𝒙 − 𝒙𝟏 … 𝒙 − 𝒙𝒏
𝑴

𝒏+ 𝟏 !

P(x)یک کران بالا برای خطای چند جمله ای درونیاب 



کرانوآوریددستبهx1=1وx0=0نقاطدرراتابعدرونیابایجملهچند
.کنیدحسابفرضبابرایبالایی

𝒇 𝒙 = 𝒄𝒐𝒔
𝝅

𝟐
𝒙

𝒇 𝒙 − 𝑷(𝒙)𝒙 =
𝟏

𝟐

10xi

01fi

𝛁𝒇𝒔𝒙𝒊

10

01

−𝟏

𝑷 𝒙 = 𝒇𝟏 + 𝒔𝛁𝒇𝟏 = 𝟎 − 𝒔

𝒙 = 𝟏 + 𝒔 𝒔 = 𝒙 − 𝟏𝒙 = 𝒙𝒏 + 𝒔𝒉

𝑷 𝒙 = 𝟏 − 𝒙



𝒇 𝒙 = 𝒄𝒐𝒔
𝝅

𝟐
𝒙

𝑷 𝒙 = 𝟏 − 𝒙

𝒇
𝟏

𝟐
= 𝒄𝒐𝒔

𝝅

𝟒

𝑷
𝟏

𝟐
=
𝟏

𝟐

>> x=0:0.001:1;
>> y=cos(pi/2*x);
>> plot(x,y)
>> hold on
>> plot(x,1-x,'.r')



دوممرتبهمشتقبرایبالاییکرانبایدبرایبالاکرانیکتعیینبرای
:آوریمدستبهfتابع

𝒇 𝒙 − 𝑷(𝒙)

𝒇 𝒙 = 𝒄𝒐𝒔
𝝅

𝟐
𝒙 𝒇′ 𝒙 = −

𝝅

𝟐
𝒔𝒊𝒏

𝝅

𝟐
𝒙 𝒇′′ 𝒙 = −

𝝅𝟐

𝟐
𝒄𝒐𝒔

𝝅

𝟐
𝒙

𝒇′′ 𝒙 = −
𝝅𝟐

𝟐
𝒄𝒐𝒔

𝝅

𝟐
𝒙 ≤

𝝅𝟐

𝟒

𝒇 𝒙 − 𝑷(𝒙) ≤ 𝒙 − 𝟎 𝒙 − 𝟏 ×
 𝝅𝟐 𝟒

𝟐!
=

𝝅𝟐

𝟖
𝒙𝟐 − 𝒙



𝒇 𝒙 − 𝑷(𝒙) ≤ 𝒙− 𝟎 𝒙− 𝟏 ×
 𝝅𝟐 𝟒

𝟐!
=

𝝅𝟐

𝟖
𝒙𝟐 − 𝒙

𝝅𝟐

𝟖
𝒙𝟐 − 𝒙 کران بالا ی خطا

𝒙 =
𝟏

𝟐

𝝅𝟐

𝟖

𝟏

𝟐

𝟐

−
𝟏

𝟐
=
𝝅𝟐

𝟑𝟐
= 𝟎.𝟑𝟏(2D)

واندتنمیلذاواستزیادتابعتقریبعنوانبهیکدرجهایجملهچندخطایمقدار
باشدنظرموردتابعبرایمناسبیتقریب



برونیابی

,f0معلوممقادیرx0,x1,…,xnنقاطدرfتابعگاههر f1, …, fnباشندداشتهرا.

𝒙را در f(x)تخمین تابع  =  𝒙 بشرط آنکه

 𝒙 < 𝒙𝟎

 𝒙 > 𝒙𝒏

نقطهآنکهمگر.بودخواهدزیادf(x)تابعتقریبعنوانبهP(x)ایجملهچندخطایمقدار
.باشنددرونیابیفاصلهبهنزدیکنظرمورد



قطهندوازگذرندهدرونیابایجملهنیوتن،شدهتقسیمتفاضلاتازاستفادهبا
(xk+1,yk+1)و(xk,yk+1):

𝒚 = 𝒚𝒌 + 𝒙 − 𝒙𝒌 𝒇 𝒙𝒌, 𝒙𝒌+𝟏 = 𝒚𝒌 +
𝒙 − 𝒙𝒌

𝒙𝒌+𝟏 − 𝒙𝒌
(𝒚𝒌+𝟏 − 𝒚𝒌)

 𝒙 < 𝒙𝟎  𝒚 = 𝒚𝟎 +
 𝒙 − 𝒙𝟎
𝒙𝟏 − 𝒙𝟎

(𝒚𝟏 − 𝒚𝟎)
𝒌 = 𝟎

 𝒙 > 𝒙𝒏  𝒚 = 𝒚𝒏−𝟏 +
 𝒙 − 𝒙𝒏−𝟏
𝒙𝒏 − 𝒙𝒏−𝟏

(𝒚𝒏 − 𝒚𝒏−𝟏)
𝒌 = 𝒏 − 𝟏



210-1xi

92-10fi

:تابع جدولی زیر را در نظر بگیرید

𝒇 𝟐. 𝟐 =?𝒇 −𝟏. 𝟓 =?

 𝒙 = −𝟏.𝟓  𝒚 = 𝟎 +
−𝟏.𝟓 + 𝟏

𝟎 + 𝟏
−𝟏− 𝟎 = 𝟎. 𝟓

 𝒙 = 𝟐. 𝟐  𝒚 = 𝟐 +
𝟐. 𝟐 − 𝟏

𝟐 − 𝟏
𝟗 − 𝟐 = 𝟏𝟎. 𝟒

𝒇 −𝟏.𝟓 ≅ 𝟎. 𝟓

𝒇 𝟐. 𝟐 ≅ 𝟏𝟎. 𝟒
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Lagrangian Interpolation
Lagrangian interpolating polynomial is given by 

  



n

i

iin xfxLxf
0

)()()(  

where ‘ n ’ in )(xf n  stands for the thn  order polynomial that approximates the function )(xfy   

given at )1( n  data points as        nnnn yxyxyxyx ,,,,......,,,, 111100  , and 

  

 




n

ij
j ji

j

i
xx

xx
xL

0

)(  

)(xLi  is a weighting function that includes a product of )1( n  terms with terms of ij   

omitted.   



Example
The upward velocity of a rocket is given as a function of time in Table 1. Find the

velocity at t=16 seconds using the Lagrangian method for linear interpolation.

Table  Velocity as a 
function of time

Figure. Velocity vs. time data 

for the rocket example

(s) (m/s)

0 0

10 227.04

15 362.78

20 517.35

22.5 602.97

30 901.67

t )(tv



Linear Interpolation

(s) (m/s)

0 0

10 227.04

15 362.78

20 517.35

22.5 602.97

30 901.67



Linear Interpolation (contd)



 




1

0
0 0

0 )(

j
j j

j

tt

tt
tL  

10

1

tt

tt




  



 




1

1
0 1

1 )(

j
j j

j

tt

tt
tL  

01

0

tt

tt




  

  )()()( 1

01

0

0

10

1 tv
tt

tt
tv

tt

tt
tv









   )35.517(

1520

15
)78.362(

2015

20











tt
 

)35.517(
1520

1516
)78.362(

2015

2016
)16(









v  

         )35.517(2.0)78.362(8.0   

         7.393  m/s. 
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Quadratic Interpolation

For the second order polynomial interpolation (also called quadratic interpolation), we 

choose the velocity given by 

 



2

0

)()()(
i

ii tvtLtv  

        )()()()()()( 221100 tvtLtvtLtvtL   



Quadratic Interpolation (contd)

,100 t 04.227)( 0 tv  

,151 t  78.362)( 1 tv  

,202 t 35.517)( 2 tv  



 




2

0
0 0

0 )(

j
j j

j

tt

tt
tL  


























20

2

10

1

tt

tt

tt

tt
 



 




2

1
0 1

1 )(

j
j j

j

tt

tt
tL   


























21

2

01

0

tt

tt

tt

tt
 



 




2

2
0 2

2 )(

j
j j

j

tt

tt
tL   


























12

1

02

0

tt

tt

tt

tt
 

(s) (m/s)

0 0

10 227.04

15 362.78

20 517.35

22.5 602.97

30 901.67



Quadratic Interpolation (contd)

       

       

        

m/s19.392

35.52712.078.36296.004.22708.0

35.517
1520

1516

1020

1016
78.362

2015

2016

1015

1016
04.227

2010

2016

1510

1516
16

2

12

1

02

0
1

21

2

01

0
0

20

2

10

1


































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































































































































v

tv
tt

tt

tt

tt
tv

tt

tt

tt

tt
tv

tt

tt

tt

tt
tv

The absolute relative approximate error       obtained between the 
results from the first and second order polynomial is

a

%38410.0

100
19.392

70.39319.392






a



Cubic Interpolation

10 12 14 16 18 20 22 24
200

300

400

500

600

700
602.97

227.04

y s

f range( )

f x de sire d 

22.510 x s range x de sire d

For the third order polynomial (also called cubic interpolation), we choose the velocity given by 





3

0

)()()(
i

ii tvtLtv  

                 )()()()()()()()( 33221100 tvtLtvtLtvtLtvtL   



Cubic Interpolation (contd)

  04.227,10  oo tvt    78.362,15 11  tvt  
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Cubic Interpolation (contd)
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The absolute relative approximate error       obtained between 
the results from the first and second order polynomial is
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Comparison Table

Order of Polynomial 1 2 3

v(t=16) m/s 393.69 392.19 392.06

Absolute Relative 
Approximate Error

-------- 0.38410% 0.033269%


