
محاسبات عددی
(مشتقگیری و انتگرالگیری عددی )

عباس روحانی
استادیار دانشکده کشاورزی گروه مهندسی مکانیک بیو سیستم



,f′(x)مشتقهایاینصورتدرباشد،fدرونیابایجملهچندP(x)هرگاه f″(x),…کمکبهراP′(x),

P″(x),…آوریممیدستبه.

.خیلی بزرگ می باشد…,f′(x)-P′(x)خطای حاصل از مشتق گیری یعنی 



𝑷 𝒙

= 𝒇𝒊 + 𝒔∆𝒇𝒊 +
𝒔(𝒔 − 𝟏)

𝟐!
∆𝟐𝒇𝒊 +

𝒔(𝒔 − 𝟏)(𝒔 − 𝟐)

𝟑!
∆𝟑𝒇𝒊 +⋯

+
𝒔 𝒔 − 𝟏 𝒔 − 𝟐 … (𝒔 − 𝒌 + 𝟏)

𝒌!
∆𝒌𝒇𝒊

درونیابایجملهچنداساسبرگیریمشتقدستورهای

,j=0الفاصلهمتساوینقاطدرfتابعهرگاه 1, … ,n،xjایچندجملهاینصورتدرباشد،شدهداده
,xiنقاطدرfدرونیاب xi+1, …, xi+kاستمحاسبهقابلنیوتنپیشروتفاضلدستورکمکبه.

x=xi+sh,  i=0, 1 , … ,n-1



𝒇′(𝒙) =
𝒅𝒇(𝒙)

𝒅𝒙
≅
𝒅𝑷(𝒙)

𝒅𝒙
=
𝒅𝑷(𝒙)

𝒅𝒔
.
𝒅𝒔

𝒅𝒙

𝒙 = 𝒙𝒊 + 𝒔𝒉 → 𝒅𝒙 = 𝒉𝒅𝒔 →
𝒅𝒔

𝒅𝒙
=
𝟏

𝒉

𝒇′(𝒙) ≅
𝟏

𝒉
∆𝒇𝒊 + 𝒔 −

𝟏

𝟐
∆𝟐𝒇𝒊 +

𝟑𝒔𝟐 − 𝟔𝒔 + 𝟐

𝟔
∆𝟑𝒇𝒊 +⋯

𝑷 𝒙 = 𝒇𝒊 + 𝒔∆𝒇𝒊 +
𝒔(𝒔 − 𝟏)

𝟐!
∆𝟐𝒇𝒊 +

𝒔(𝒔 − 𝟏)(𝒔 − 𝟐)

𝟑!
∆𝟑𝒇𝒊 +⋯

𝒔 𝒔 − 𝟏 𝒔 − 𝟐 …(𝒔 − 𝒌 + 𝟏)

𝒌!
∆𝒌𝒇𝒊

𝒇′′(𝒙) =
𝒅𝟐𝒇(𝒙)

𝒅𝒙𝟐
≅
𝒅𝟐𝑷(𝒙)

𝒅𝒙𝟐
≅
𝟏

𝒉𝟐
𝒅𝟐𝑷(𝒙)

𝒅𝒔𝟐
=
𝟏

𝒉𝟐
∆𝟐𝒇𝒊 + 𝒔 − 𝟏 ∆

𝟑𝒇𝒊 +⋯



:داریمxiجدولینقاطدرfمشتقاتبرایآنگاهباشدs=0هرگاه

𝒇′ 𝒙𝒊 = 𝒇𝒊
′ ≅
𝟏

𝒉
∆𝒇𝒊 −

𝟏

𝟐
∆𝟐𝒇𝒊 +

𝟏

𝟑
∆𝟑𝒇𝒊 −⋯

𝒇′(𝒙) ≅
𝟏

𝒉
∆𝒇𝒊 + 𝒔 −

𝟏

𝟐
∆𝟐𝒇𝒊 +

𝟑𝒔𝟐 − 𝟔𝒔 + 𝟐

𝟔
∆𝟑𝒇𝒊 +⋯

𝒇𝒊
′ ≅
𝟏

𝒉
∆𝒇𝒊 =

𝒇𝒊+𝟏 − 𝒇𝒊
𝒉

𝒇𝒊
′ ≅
𝟏

𝒉
∆𝒇𝒊 −

𝟏

𝟐
∆𝟐𝒇𝒊 =

𝟐𝑓𝑖+1 −
𝟏
𝟐
𝑓𝑖+2 −

𝟑
𝟐
𝑓𝑖

𝒉

s=0

یا

x=xi+sh,  i=0, 1 , … ,n-1



:داریمxiجدولینقاطدرfدوممرتبهمشتقاتبرایآنگاهباشدs=0هرگاه

𝒇′′(𝒙) =
𝟏

𝒉𝟐
∆𝟐𝒇𝒊 + 𝒔 − 𝟏 ∆

𝟑𝒇𝒊 +⋯

𝒇′′ 𝒙𝒊 = 𝒇𝒊
′′ ≅
𝟏

𝒉𝟐
∆𝟐𝒇𝒊 − ∆

𝟑𝒇𝒊 +
𝟏𝟏

𝟏𝟐
∆𝟒𝒇𝒊 −⋯

s=0

𝒇𝒊
′′ ≅
𝟏

𝒉𝟐
∆𝟐𝒇𝒊 =

𝒇𝒊+𝟐 − 𝟐𝒇𝒊+𝟏 + 𝒇𝒊
𝒉𝟐



=sهرگاه
𝟏

𝟐
:داریمxiجدولیمیانینقاطدرfمشتقاتبرایآنگاهباشد

𝒇′(𝒙) ≅
𝟏

𝒉
∆𝒇𝒊 + 𝒔 −

𝟏

𝟐
∆𝟐𝒇𝒊 +

𝟑𝒔𝟐 − 𝟔𝒔 + 𝟐

𝟔
∆𝟑𝒇𝒊 +⋯

𝒇′ 𝒙𝒊 +
𝒉

𝟐
= 𝒇
𝒊+
𝟏
𝟐

′ ≅
𝟏

𝒉
∆𝒇𝒊 −

𝟏

𝟐𝟒
∆𝟑𝒇𝒊 +

𝟏

𝟒𝟖
∆𝟒𝒇𝒊 −⋯

𝒇′ 𝒙𝒊 +
𝒉

𝟐
≅
𝟏

𝒉
∆𝒇𝒊 =

𝒇𝒊+𝟏 − 𝒇𝒊
𝒉

s=
𝟏

𝟐



باشد آنگاه s=1هرگاه 

𝒇′′(𝒙) =
𝟏

𝒉𝟐
∆𝟐𝒇𝒊 + 𝒔 − 𝟏 ∆

𝟑𝒇𝒊 +⋯

s=1

𝒇′′ 𝒙𝒊 + 𝒉 = 𝒇𝒊+𝟏
′′ ≅

𝟏

𝒉𝟐
∆𝟐𝒇𝒊 −

𝟏

𝟏𝟐
∆𝟒𝒇𝒊 +⋯

𝒇𝒊+𝟏
′′ ≅

𝟏

𝒉𝟐
∆𝟐𝒇𝒊 =

𝒇𝒊+𝟐 − 𝟐𝒇𝒊+𝟏 + 𝒇𝒊
𝒉𝟐



,i=0برایرامقدار 1, 2, .آورید؟بدستزیرجدولیتابعبرای3 𝒇𝒊
′

0.30.250.20.150.1xi

1.349861.284031.221401.161831.10517fi

∆𝟐𝒇𝒊∆𝒇𝒊𝒇𝒊𝒙𝒊

1.105170.1

1.161830.15

1.221400.2

1.284030.25

1.349860.3

0.05666

0.05957

0.06263

0.06583

0.00291

0.00306

0.00320



𝒉 = 𝟎. 𝟎𝟓
0.30.250.20.150.1xi

1.349861.284031.221401.161831.10517fi

𝒇𝒊
′ ≅
𝟏

𝒉
∆𝒇𝒊 −

𝟏

𝟐
∆𝟐𝒇𝒊i

0 1.1332

1 1.1914

2 1.2526

3 1.3166

𝒇𝒊
′ ≅
𝟏

𝒉
∆𝒇𝒊

i

0 1.104

1 1.1608

2 1.2206

!.می باشد که مشتق آن با خودش برابر استf(x)=exدر این مثال مربوط به تابع fiمقادیر : توجه



دستورهای مشتق گیری با استفاده از بسط تیلور

xi+1=xi+hفرض کنید 

𝒇 𝒙𝒊+𝟏 = 𝒇 𝒙𝒊 + 𝒉 = 𝒇 𝒙𝒊 + 𝒉𝒇
′ 𝒙𝒊 +

𝒉𝟐

𝟐!
𝒇′′ 𝒙𝒊 +

𝒉𝟑

𝟑!
𝒇′′′ 𝒙𝒊 +⋯

𝒇′ 𝒙𝒊 ≅
𝒇 𝒙𝒊+𝟏 − 𝒇 𝒙𝒊

𝒉
=
𝒇𝒊+𝟏 − 𝒇𝒊
𝒉

از این رابطه استفاده می کنیمf’(x0)برای محاسبه  



- xi-1=xiهرگاه h

𝒇 𝒙𝒊−𝟏 = 𝒇 𝒙𝒊 − 𝒉 = 𝒇 𝒙𝒊 − 𝒉𝒇
′ 𝒙𝒊 +

𝒉𝟐

𝟐!
𝒇′′ 𝒙𝒊 −

𝒉𝟑

𝟑!
𝒇′′′ 𝒙𝒊 +⋯

𝒇′ 𝒙𝒊 ≅
𝒇 𝒙𝒊 − 𝒇 𝒙𝒊−𝟏

𝒉
=
𝒇𝒊 − 𝒇𝒊−𝟏
𝒉

از این رابطه استفاده می کنیمf’(xn)برای محاسبه  



𝒇 𝒙𝒊−𝟏 = 𝒇 𝒙𝒊 − 𝒉 = 𝒇 𝒙𝒊 − 𝒉𝒇
′ 𝒙𝒊 +

𝒉𝟐

𝟐!
𝒇′′ 𝒙𝒊 −

𝒉𝟑

𝟑!
𝒇′′′ 𝒙𝒊 +⋯

𝒇 𝒙𝒊+𝟏 = 𝒇 𝒙𝒊 + 𝒉 = 𝒇 𝒙𝒊 + 𝒉𝒇
′ 𝒙𝒊 +

𝒉𝟐

𝟐!
𝒇′′ 𝒙𝒊 +

𝒉𝟑

𝟑!
𝒇′′′ 𝒙𝒊 +⋯

:و جملات اضافی را حذف کنیم، داریمیکدیگر کم هر گاه دو رابطه بالا را جمله به جمله از

𝒇′ 𝒙𝒊 ≅
𝒇 𝒙𝒊+𝟏 − 𝒇 𝒙𝒊−𝟏

𝟐𝒉
=
𝒇𝒊+𝟏 − 𝒇𝒊−𝟏
𝟐𝒉



𝒇 𝒙𝒊−𝟏 = 𝒇 𝒙𝒊 − 𝒉 = 𝒇 𝒙𝒊 − 𝒉𝒇
′ 𝒙𝒊 +

𝒉𝟐

𝟐!
𝒇′′ 𝒙𝒊 −

𝒉𝟑

𝟑!
𝒇′′′ 𝒙𝒊 +⋯

𝒇 𝒙𝒊+𝟏 = 𝒇 𝒙𝒊 + 𝒉 = 𝒇 𝒙𝒊 + 𝒉𝒇
′ 𝒙𝒊 +

𝒉𝟐

𝟐!
𝒇′′ 𝒙𝒊 +

𝒉𝟑

𝟑!
𝒇′′′ 𝒙𝒊 +⋯

:و جملات اضافی را حذف کنیم، داریمیکدیگر جمع هر گاه دو رابطه بالا را جمله به جمله با

𝒇′′ 𝒙𝒊 ≅
𝒇 𝒙𝒊−𝟏 − 𝟐𝒇 𝒙𝒊 + 𝒇 𝒙𝒊+𝟏

𝒉𝟐
=
𝒇𝒊−𝟏 − 𝟐𝒇𝒊 + 𝒇𝒊+𝟏

𝒉𝟐

𝒇′′′ 𝒙𝒊 ≅
𝒇𝒊+𝟐 − 𝟐𝒇𝒊+𝟏 + 𝟐𝒇𝒊−𝟏 − 𝒇𝒊−𝟐

𝟐𝒉𝟑

:به همین ترتیب داریم



.آورید؟بدستزیرجدولیتابعبرایرا،،مقدار 𝒇𝟎
′

3210xi

1.5110.9710.3750fi

𝒇𝟐
′𝒇𝟐

′′

h=1

𝒇𝟎
′ = 𝒇′ 𝒙𝟎 ≅

𝒇𝟏 − 𝒇𝟎
𝒉
=
𝟎. 𝟑𝟕𝟓 − 𝟎

𝟏
= 𝟎. 𝟑𝟕𝟓

𝒇𝟐
′ = 𝒇′ 𝒙𝟐 ≅

𝒇𝟑 − 𝒇𝟐
𝒉
=
𝟏. 𝟓𝟏𝟏 − 𝟎. 𝟗𝟕𝟏

𝟏
= 𝟎. 𝟓𝟒𝟎

𝒇𝟐
′′ = 𝒇′′ 𝒙𝟐 ≅

𝒇𝟏 − 𝟐𝒇𝟐 + 𝒇𝟑
𝒉𝟐

=
𝟎. 𝟑𝟕𝟓 − 𝟏. 𝟗𝟒𝟐 + 𝟏. 𝟓𝟏𝟏

𝟏
= −𝟎. 𝟎𝟓𝟔



خطای مشتق گیری عددی

:از بسط تیلور استفاده می کنیم

𝒇 𝒙𝒊+𝟏 = 𝒇 𝒙𝒊 + 𝒉 = 𝒇 𝒙𝒊 + 𝒉𝒇
′ 𝒙𝒊 +

𝒉𝟐

𝟐!
𝒇′′ 𝒙𝒊 +

𝒉𝟑

𝟑!
𝒇′′′ 𝒙𝒊 +⋯

𝒇𝒊+𝟏 − 𝒇𝒊
𝒉
= 𝒇𝒊
′ +
𝒉𝟏

𝟐!
𝒇𝒊
′′ +
𝒉𝟐

𝟑!
𝒇𝒊
′′′ +⋯

𝒇𝒊+𝟏 = 𝒇𝒊 + 𝒉𝒇𝒊
′ +
𝒉𝟐

𝟐!
𝒇𝒊
′′ +
𝒉𝟑

𝟑!
𝒇𝒊
′′′ +⋯

𝒇𝒊+𝟏 − 𝒇𝒊
𝒉
− 𝒇𝒊
′ =
𝒉𝟏

𝟐!
𝒇𝒊
′′ +
𝒉𝟐

𝟑!
𝒇𝒊
′′′ +⋯

𝒙𝒊+𝟏 = 𝒙𝒊 + h



𝒇𝒊+𝟏 − 𝒇𝒊
𝒉
− 𝒇𝒊
′ =
𝒉𝟏

𝟐!
𝒇𝒊
′′ +
𝒉𝟐

𝟑!
𝒇𝒊
′′′ +⋯

𝒉𝟏

𝟐!
𝒇𝒊
′′ +
𝒉𝟐

𝟑!
𝒇𝒊
′′′ +⋯ خطایمقدار

𝒇𝒊+𝟏 − 𝒇𝒊
𝒉

𝒇𝒊به عنوان تقریبی از 
′

𝒇𝒊+𝟏 − 𝒇𝒊
𝒉
− 𝒇𝒊
′ ≅
𝒉

𝟐!
𝒇𝒊
′′

:  است و می نویسیمhیک است، اصطلاحا می گوییم خطا متناسب با hچون توان 

𝒇𝒊+𝟏 − 𝒇𝒊
𝒉
− 𝒇𝒊
′ = 𝑶(𝒉)



𝒇′ 𝒙𝒊 +
𝒉

𝟐𝒇′ 𝒙𝒊 +
𝒉

𝟐
= 𝒇𝒊
′ +
𝒉

𝟐
𝒇𝒊
′′ +

𝒉
𝟐

𝟐

𝟐!
𝒇𝒊
′′′ +⋯ بسط

𝒇𝒊+𝟏 − 𝒇𝒊
𝒉
= 𝒇𝒊
′ +
𝒉𝟏

𝟐!
𝒇𝒊
′′ +
𝒉𝟐

𝟑!
𝒇𝒊
′′′ +⋯

:عبارت است از

:حال اگر رابطه بالا را از رابطه پایین کم کنیم، 

داریم

𝒇′ 𝒙𝒊 +
𝒉

𝟐
−
𝒇𝒊+𝟏 − 𝒇𝒊
𝒉
=
𝒉𝟐

𝟖
𝒇𝒊
′′′ −
𝒉𝟐

𝟔
𝒇𝒊
′′′ +⋯ = −

𝒉𝟐

𝟐𝟒
𝒇𝒊
′′′

𝒇′ 𝒙𝒊 +
𝒉

𝟐
−
𝒇𝒊+𝟏 − 𝒇𝒊
𝒉
= 𝑶 𝒉𝟐

:بنابراین



:نکته

𝒇𝒊+𝟏می دانیم − 𝒇𝒊
𝒉

′𝒇هم به عنوان تقریبی از 𝒙𝒊و𝒇′ 𝒙𝒊 +
𝒉

𝟐
.استفاده می شود

′𝒇این عبارت تقریب بهتری برای                           می باشد 𝒙𝒊 +
𝒉

𝟐

.خطا کمتر است، در عبارت خطا بیشتر باشدhزیرا هر چه توان 

𝒇𝒊+𝟏 − 𝒇𝒊
𝒉
− 𝒇𝒊
′ ≅
𝒉

𝟐!
𝒇𝒊
′′ = 𝑶(𝒉) 𝒇′ 𝒙𝒊 +

𝒉

𝟐
−
𝒇𝒊+𝟏 − 𝒇𝒊
𝒉
= −
𝒉𝟐

𝟐𝟒
𝒇𝒊
′′′ = 𝑶(𝒉𝟐)

.خطا کمتر می شودhبا کوچکتر شدن 



ناپایداری مشتق گیری عددی

.ای فرمولهای مشتق گیری عددی به صورت             استطدر حالت کلی خ 𝑶(𝒉𝒑)

Pبستگی به تعداد جملاتی دارد که برای تقریب مشتق مورد نظر استفاده می شود.

.خطا نیز کمتر خواهد شدبزرگتر باشد،Pظاهرا هر چه 

:به عنوان مثال کسر مقابل را به عنوان تقریب      در نظر بگیرید 𝒇𝒊
′𝒇𝒊+𝟏 − 𝒇𝒊

𝒉

.نزدیک بودن        و             است، بنابراین                    می تواند توام با خطای زیادی باشدبه معنی hکوچک بودن  𝒇𝒊+𝟏 − 𝒇𝒊 𝒇𝒊+𝟏 𝒇𝒊

.چون                      در مقدار بزرگ      ضرب می شود، خطا محاسبه کسر زیاد خواهد شد 𝒇𝒊+𝟏 − 𝒇𝒊
𝟏

𝒉

.  باید کوچک اختیار شود و از طرف دیگر نباید خیلی کوچک اختیار شودhبرای کم بودن خطا از طرفی 
!.در عمل امکانپذیر نیستhلذا برای انتخاب بهترین 



Differentiation –Discrete Functions

http://numericalmethods.eng.usf.edu
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Forward Difference Approximation

 
   

x

xfxxf

x
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

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 
   
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


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x x+Δx

f(x)

Figure 1 Graphical Representation of forward difference approximation of first derivative.

Graphical Representation Of Forward Difference Approximation



Example 1 The upward velocity of a rocket is given as a function of time in Table 1.

Using forward divided difference, find the acceleration of the rocket at .

t v(t)

s m/s

0 0

10 227.04

15 362.78

20 517.35

22.5 602.97

30 901.67

Table 1 Velocity as a function of time

s 16t



 
   

t

tt
ta ii
i




   1

15it

5

1520
1





  ii ttt

To find the acceleration at t=16s, we need to choose the two values closest to t=16s, that
also bracket t=16s to evaluate it. The two points are t=15s and t=20s.

201 it

Solution

t(s) v(t)(m/s)

0 0

10 227.04

15 362.78

20 517.35

22.5 602.97

30 901.67

 
   

2m/s 914.30

5

78.36235.517
5

1520
16










a



Direct Fit Polynomials

'1' n        nn yxyxyxyx ,,,,,,,, 221100 

thn

  n

n

n

nn xaxaxaaxP  



1

110 

    12

121 12
)( 

  n

n

n

n
n

n xnaxanxaa
dx

xdP
xP 

In this method, given data points

one can fit a order polynomial given by

To find the first derivative,

Similarly other derivatives can be found.
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Example 2-Direct Fit Polynomials

The upward velocity of a rocket is given as a function of time in Table 2.

Using the third order polynomial interpolant for velocity, find the acceleration of the rocket 
at   t=16s.

Table 2 Velocity as a function of time

t(s) v(t)(m/s)

0 0

10 227.04

15 362.78

20 517.35

22.5 602.97

30 901.67



For the third order polynomial (also called cubic interpolation), we choose the velocity given
by

  3

3

2

210 tatataatv 

Since we want to find the velocity at t=16s , and we are using third order polynomial, we need to choose
the four points closest to t=16s and that also bracket t=16s to evaluate it.

The four points are

  04.227,10  oo tvt

  78.362,15 11  tvt

  35.517,20 22  tvt

  97.602,5.22 33  tvt

Solution

.5.22  and  ,20  ,15 ,10 321  tttto

t(s) v(t)(m/s)

0 0

10 227.04

15 362.78

20 517.35

22.5 602.97

30 901.67



such that

Writing the four equations in matrix form, we have

       33

2

210 10101004.22710 aaaav 

       33

2

210 15151578.36215 aaaav 

       33

2

210 20202035.51720 aaaav 

       33

2

210 5.225.225.2297.6025.22 aaaav 
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97.602

35.517

78.362

04.227

1139125.5065.221

8000400201

3375225151

1000100101

3

2

1

0

a

a

a

a



Solving the above four equations gives 3810.40 a

289.211 a

13065.02 a

0054606.03 a

Hence  

5.2210,0054606.013065.0289.213810.4 32

3

3

2

210





tttt

tatataatv

Figure 1 Graph of upward velocity of the rocket vs. time.



The acceleration at t=16 is given by    
16

16



t

tv
dt

d
a

Given that   5.2210,0054606.013065.0289.213810.4 32  ttttt

   tv
dt

d
ta     32 0054606.013065.0289.213810.4         ttt

dt

d


5.2210,016382.026130.0289.21    2  ttt

     216016382.01626130.0289.2116 a
2m/s664.29



Lagrange Polynomial

   nn yxyx ,,,, 11   thn 1In this method, given , one can fit a order Lagrangian polynomial

given by





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iin xfxLxf
0

)()()(

where ‘ n ’ in )(xf n stands for the
thn order polynomial that approximates the function 

)(xfy  given at )1( n data points as        nnnn yxyxyxyx ,,,,......,,,, 111100  , and


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

n
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j

i
xx
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xL

0

)(

)(xLi
a weighting function that includes a product of )1( n terms with terms of ij  omitted.



Then to find the first derivative, one can differentiate  xfn

for other derivatives.

For example, the second order Lagrange polynomial passing through      221100 ,,,,, yxyxyx is 

 
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Differentiating equation (2) gives

once, and so on
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Differentiating again would give the second derivative as
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Example 3

Determine the value of the acceleration at t=16s using the second order Lagrangian
polynomial interpolation for velocity.

Table 3 Velocity as a function of time

The upward velocity of a rocket is given as a function of time in Table 3.

t(s) v(t)(m/s)

0 0

10 227.04

15 362.78

20 517.35

22.5 602.97

30 901.67
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Solution



انتگرالگیری عددی

.به صورت جدولی داده شده باشدfموجود نباشد و یا fهرگاه تابع اولیه برای محاسبه   
𝑎

𝑏

𝑓 𝑥 𝑑𝑥

خطوطها،xمحوربهاستمحصورکهy=f(x)منحنیزیرمساحتعنوانبهتوانمیرامعینانتگرالکهاستواضح
x=aوx=bفاصلهتقسیمباوکردتعبیر[a, b]هافاصلهاینبهمربوطمساحتهایکردنجمعوفاصلهزیرچندبه

.کردمحاسبهراانتگرالمقدار



:قسمت مساوی به صورت زیر تقسیم شودnبه [a, b]فرض کنید 

𝒙𝒊, 𝒙𝒊+𝟏 ,    𝒊 = 𝟎, 𝟏, … , 𝒏 − 𝟏 𝒙𝒊+𝟏 − 𝒙𝒊 = 𝒉

𝒉 =
𝒃 − 𝒂

𝒏
 
𝑎

𝑏

𝑓 𝑥 𝑑𝑥



قاعده ذوزنقه ای

 
𝒙𝒊

𝒙𝒊+𝟏

𝒇 𝒙 𝒅𝒙 ≅
𝒉

𝟐
𝒇𝒊 + 𝒇𝒊+𝟏

𝒙𝒊, 𝒙𝒊+𝟏در فاصله                         از تقریب زیر برای محاسبه مساحت زیر منحنی استفاده می شود:



 
𝒂

𝒃

𝒇 𝒙 𝒅𝒙 =  
𝒙𝟎

𝒙𝒏

𝒇 𝒙 𝒅𝒙 =

=  
𝒙𝟎

𝒙𝟏

𝒇 𝒙 𝒅𝒙 +  
𝒙𝟏

𝒙𝟐

𝒇 𝒙 𝒅𝒙 +⋯+ 
𝒙𝒊

𝒙𝒊+𝟏

𝒇 𝒙 𝒅𝒙 +⋯+ 
𝒙𝒏−𝟏

𝒙𝒏

𝒇 𝒙 𝒅𝒙

≅
𝒉

𝟐
𝒇𝟎 + 𝒇𝟏 +

𝒉

𝟐
𝒇𝟏 + 𝒇𝟐 +⋯+

𝒉

𝟐
𝒇𝒊 + 𝒇𝒊+𝟏 +…+

𝒉

𝟐
𝒇𝒏−𝟏 + 𝒇𝒏

=
𝒉

𝟐
𝒇𝟎 + 𝟐𝒇𝟏 + 𝟐𝒇𝟐 +⋯+ 𝟐𝒇𝒏−𝟏 + 𝒇𝒏

 
𝒂

𝒃

𝒇 𝒙 𝒅𝒙 ≅ 𝑻 𝒉 =
𝒉

𝟐
𝒇𝟎 + 𝟐𝒇𝟏 + 𝟐𝒇𝟐 +⋯+ 𝟐𝒇𝒏−𝟏 + 𝒇𝒏



,h=0.2ازایبهوایذوزنقهروشبهراازتقریبهای 0.1, .آورید؟دستبه0.05  
𝟎.𝟏

𝟎.𝟑

𝒆𝒙𝒅𝒙

𝒇 𝒙 = 𝒆𝒙 ,      a=0.1 b=0.3

 
𝒂

𝒃

𝒇 𝒙 𝒅𝒙 ≅ 𝑻 𝒉 =
𝒉

𝟐
𝒇𝟎 + 𝟐𝒇𝟏 + 𝟐𝒇𝟐 +⋯+ 𝟐𝒇𝒏−𝟏 + 𝒇𝒏

 
𝟎.𝟏

𝟎.𝟑

𝒆𝒙𝒅𝒙 ≅ 𝑻 𝟎. 𝟐 =
𝟎. 𝟐

𝟐
𝒇 𝟎. 𝟏 + 𝒇 𝟎. 𝟑 = 𝟎. 𝟐𝟒𝟓𝟓𝟎

 
𝟎.𝟏

𝟎.𝟑

𝒆𝒙𝒅𝒙 ≅ 𝑻 𝟎. 𝟏 =
𝟎. 𝟏

𝟐
𝒇 𝟎. 𝟏 + 𝟐𝒇 𝟎. 𝟐 + 𝒇(𝟎. 𝟑) = 𝟎. 𝟐𝟒𝟒𝟖𝟗

 𝟎.𝟏
𝟎.𝟑
𝒆𝒙𝒅𝒙 ≅ 𝑻 𝟎. 𝟎𝟓 =

𝟎. 𝟎𝟓

𝟐
𝒇 𝟎. 𝟏 + 𝟐𝒇 𝟎. 𝟏𝟓 + 𝟐𝒇 𝟎. 𝟐 + 𝟐𝒇 𝟎. 𝟐𝟓 + 𝒇(𝟎. 𝟑) = 𝟎. 𝟐𝟒𝟒𝟕𝟒



>> syms x

>> f=exp(x);

>> int(f)

ans =

exp(x)

>> int(f,0.1,0.3)

ans =

exp(3/10) - exp(1/10)

>> double(ans)

ans =

0.2447



قاعده سیمپسون

 
𝒙𝒊

𝒙𝒊+𝟏

𝒇 𝒙 𝒅𝒙 جایگزینرا(خطیک)یکدرجهایجملهچندیکتقریببرایایذوزنقهقاعدهدر
درfتابعجایگزینرادومدرجهایجملهچندیکسیمپسونروشدرولی،کنیممیf(x)تابع

:داشتخواهیمرازیرتقریبآنازوکنیممیفاصله 𝒙𝒊, 𝒙𝒊+𝟐

 
𝒙𝒊

𝒙𝒊+𝟐

𝒇 𝒙 𝒅𝒙 ≅
𝒉

𝟑
𝒇𝒊 + 𝟒𝒇𝒊+𝟏 + 𝒇𝒊+𝟐



فاصلهبرایتقریبیقبلیرابطهچونفاصلهسراسردرسیمپسونقاعدهفرمولآوردندستبهبرای
.باشدفردنقاطتعدادیعنی،باشدزوجnبایدلذا،است

𝒙𝟎, 𝒙𝒏
𝒙𝒊, 𝒙𝒊+𝟐

 
𝒂

𝒃

𝒇 𝒙 𝒅𝒙 =  
𝒙𝟎

𝒙𝒏

𝒇 𝒙 𝒅𝒙 ≅

=  
𝒙𝟎

𝒙𝟐

𝒇 𝒙 𝒅𝒙 +  
𝒙𝟐

𝒙𝟒

𝒇 𝒙 𝒅𝒙 +⋯+ 
𝒙𝒏−𝟐

𝒙𝒏

𝒇 𝒙 𝒅𝒙

=
𝒉

𝟑
𝒇𝟎 + 𝟒𝒇𝟏 + 𝒇𝟐 +

𝒉

𝟑
𝒇𝟐 + 𝟒𝒇𝟑 + 𝒇𝟒 +⋯+

𝒉

𝟑
𝒇𝒏−𝟐 + 𝟒𝒇𝒏−𝟏 + 𝒇𝒏

 
𝒙𝟎

𝒙𝒏

𝒇 𝒙 𝒅𝒙 ≅ 𝑺 𝒉 =
𝒉

𝟑
𝒇𝟎 + 𝟒𝒇𝟏 + 𝟐𝒇𝟐 + 𝟒𝒇𝟑 + 𝟐𝒇𝟒 +⋯+ 𝟐𝒇𝒏−𝟐 + 𝟒𝒇𝒏−𝟏 + 𝒇𝒏



,h=0.15ازایبهوسیمپسونروشبهراازتقریبهای .آورید؟دستبه0.05  
𝟏

𝟏.𝟑

𝒙𝒅𝒙

𝒇 𝒙 = 𝒙,      a=1 b=1.3

 
𝒙𝟎

𝒙𝒏

𝒇 𝒙 𝒅𝒙 ≅ 𝑺 𝒉 =
𝒉

𝟑
𝒇𝟎 + 𝟒𝒇𝟏 + 𝟐𝒇𝟐 + 𝟒𝒇𝟑 + 𝟐𝒇𝟒 +⋯+ 𝟐𝒇𝒏−𝟐 + 𝟒𝒇𝒏−𝟏 + 𝒇𝒏

 
𝟏

𝟏.𝟑

𝒙𝒅𝒙 ≅ 𝑺 𝟎. 𝟏𝟓 =
𝟎. 𝟏𝟓

𝟑
𝒇 𝟏 + 𝟒𝒇 𝟏. 𝟏𝟓 + 𝒇(𝟏. 𝟑) = 𝟎. 𝟑𝟐𝟏𝟒𝟖𝟓

 𝟏
𝟏.𝟑
𝒙𝒅𝒙 ≅ 𝑺 𝟎. 𝟎𝟓 =

𝟎. 𝟎𝟓

𝟑
𝒇 𝟏 + 𝟒𝒇 𝟏. 𝟎𝟓 + 𝟐𝒇 𝟏. 𝟏 + 𝟒𝒇 𝟏. 𝟏𝟓 + 𝟐𝒇 𝟏. 𝟐 + 𝟒𝒇(𝟏. 𝟐𝟓) + 𝒇(𝟏. 𝟑)

= 𝟎. 𝟑𝟐𝟏𝟒𝟗



>> syms x

>> f=sqrt(x);

>> int(f)

ans =

(2*x^(3/2))/3

>> int(f,1,1.3)

ans =

(13*130^(1/2))/150 - 2/3

>> double(ans)

ans =

0.3215



قاعده های دیگر انتگرالگیری

در فرمول قاعده ذوزنقه ای داشتیم

 
𝒙𝒊

𝒙𝒊+𝟏

𝒇 𝒙 𝒅𝒙 ≅
𝒉

𝟐
𝒇𝒊 + 𝒇𝒊+𝟏 =

𝒉

𝟐
𝒇𝒊 +
𝒉

𝟐
𝒇𝒊+𝟏 = 

𝒌=𝒊

𝒊+𝟏

𝑨𝒌𝒇𝒌

𝑨𝒊 = 𝑨𝒊+𝟏 =
𝒉

𝟐
که در آن

در فرمول قاعده سیمپسون نیز داشتیم

 
𝒙𝒊

𝒙𝒊+𝟐

𝒇 𝒙 𝒅𝒙 ≅
𝒉

𝟑
𝒇𝒊 + 𝟒𝒇𝒊+𝟏 + 𝒇𝒊+𝟐 =

𝒉

𝟑
𝒇𝒊 +
𝟒𝒉

𝟑
𝒇𝒊+𝟏 +

𝒉

𝟑
𝒇𝒊+𝟐 = 

𝒌=𝒊

𝒊+𝟐

𝑨𝒌𝒇𝒌



:در حالت کلی داریم

 
𝒙𝟎

𝒙𝒏

𝒇 𝒙 𝒅𝒙 =  

𝒌=𝟎

𝒏

𝑨𝒌𝒇𝒌 + 𝑬 =  

𝒌=𝟎

𝒏

𝑨𝒌𝒇(𝒙𝒌) + 𝑬

𝒙𝟎, 𝒙𝟏, … , 𝒙𝒏

𝑨𝟎, 𝑨𝟏, … , 𝑨𝒏

.به عنوان مجهول می باشند



کاتس-روش نیوتن

𝒙𝟎, 𝒙𝟏, … , 𝒙𝒏در این روش نقاط                            معلوم فرض می شوند، مثلا متساوی الفاصله و به صورت زیر داریم:

𝒙𝒊+𝟏 = 𝒙𝒊 + 𝒉 ,      𝒊 = 𝟎, 𝟏, … , 𝒏 − 𝟏

 
𝒙𝟎

𝒙𝒏

𝒇 𝒙 𝒅𝒙 =  

𝒌=𝟎

𝒏

𝑨𝒌𝒇𝒌 + 𝑬 =  

𝒌=𝟎

𝒏

𝑨𝒌𝒇(𝒙𝒌) + 𝑬

,𝑨𝟎: ضریبn+1بنابراین در رابطه زیر مجهولات عبارتند از  𝑨𝟏, … , 𝑨𝒏

:برای به دست آوردن این ضرایب فرض می کنیم برای توابع زیر مقدار خطا صفر است

𝒇 𝒙 = 𝟏, 𝒙, 𝒙𝟐, … , 𝒙𝒏



تقریبعنوانبهعبارتخطایکهکنیممیپیداطوریرامجهولضرایب

.باشدصفرnدرجهتاایهایجملهچندبرای

𝑨𝒌 

𝒌=𝟎

𝒏

𝑨𝒌𝒇(𝒙𝒌)

 
𝒙𝟎

𝒙𝒏

𝒇 𝒙 𝒅𝒙

:به صورت زیر بیان می شودقاعده چهار نقطه ای در اینصورت فرمول هر گاه فرض کنیم  𝒙𝟎 = 𝟎

 
𝟎

𝟑𝒉

𝒇 𝒙 𝒅𝒙 =  

𝒌=𝟎

𝟑

𝑨𝒌𝒇𝒌 + 𝑬

:، یعنیکه در آن  𝒙𝒌 = 𝒌𝒉

𝒙𝟎 = 𝟎, 𝒙𝟏 = 𝒉, 𝒙𝟐 = 𝟐𝒉, 𝒙𝟑= 𝟑𝒉



𝑨𝟎 :برابر صفر قرار می دهیمتوابع زیر را برای Eبرای محاسبه انتگرال مقدار تا  برای به دست آوردن ضرایب  𝑨𝟑

𝒇 𝒙 = 𝟏, 𝒙, 𝒙𝟐, … , 𝒙𝒏

 :در اینصورتf(x)=1هر گاه   
𝟎

𝟑𝒉

𝒇 𝒙 𝒅𝒙 =  
𝟎

𝟑𝒉

𝒅𝒙 = 𝟑𝐡

:مقدار سمت راست رابطه عبارت است ازE=0از طرفی برای 

 
𝟎

𝟑𝒉

𝒇 𝒙 𝒅𝒙 =  

𝒌=𝟎

𝟑

𝑨𝒌𝒇𝒌 = 𝑨𝟎 + 𝑨𝟏 + 𝑨𝟐 +𝑨𝟑

𝑨𝟎:بنابراین داریم + 𝑨𝟏 + 𝑨𝟐 + 𝑨𝟑 = 𝟑𝒉



𝒉𝑨𝟏:داریمf(x)=xبه طور مشابه برای  + 𝟐𝒉𝑨𝟐 + 𝟑𝒉𝑨𝟑 =
𝟗𝒉𝟐

𝟐

 زیرا
𝟎

𝟑𝒉

𝒇 𝒙 𝒅𝒙 =  
𝟎

𝟑𝒉

𝒙𝒅𝒙 =
𝟏

𝟐
(𝟗𝒉𝟐)

 
𝟎

𝟑𝒉

𝒇 𝒙 𝒅𝒙 =  

𝒌=𝟎

𝟑

𝑨𝒌𝒇𝒌 =  

𝒌=𝟎

𝟑

𝑨𝒌𝒙𝒌 = 𝟎 + 𝑨𝟏𝒉 + 𝟐𝒉𝑨𝟐 +𝟑𝒉𝑨𝟑

:به طور مشابه

𝒇 𝒙 = 𝒙𝟐 →  
𝟎

𝟑𝒉

𝒙𝟐𝒅𝒙 =𝟗𝒉𝟑 = 𝒉𝟐𝑨𝟏 + 𝟒𝒉
𝟐𝑨𝟐 + 𝟗𝒉

𝟐𝑨𝟑

𝒇 𝒙 = 𝒙𝟑 →  
𝟎

𝟑𝒉

𝒙𝟑𝒅𝒙 =
𝟖𝟏𝒉𝟒

𝟒
= 𝒉𝟑𝑨𝟏 + 𝟖𝒉

𝟑𝑨𝟐 + 𝟐𝟕𝒉
𝟑𝑨𝟑



𝑨𝟎 + 𝑨𝟏 + 𝑨𝟐 + 𝑨𝟑 = 𝟑𝒉

𝒉𝑨𝟏 + 𝟐𝒉𝑨𝟐 + 𝟑𝒉𝑨𝟑 =
𝟗𝒉𝟐

𝟐
𝒉𝟐𝑨𝟏 + 𝟒𝒉

𝟐𝑨𝟐 + 𝟗𝒉
𝟐𝑨𝟑 = 𝟗𝒉

𝟑

𝒉𝟑𝑨𝟏 + 𝟖𝒉
𝟑𝑨𝟐 + 𝟐𝟕𝒉

𝟑𝑨𝟑 =
𝟖𝟏𝒉𝟒

𝟒

𝑨𝟎 =
𝟑𝒉

𝟖

𝑨𝟏 =
𝟗𝒉

𝟖

𝑨𝟐 =
𝟗𝒉

𝟖

𝑨𝟑 =
𝟑𝒉

𝟖

کاتس-فرمول چهار نقطه ای نیوتن

 
𝟎

𝟑𝒉

𝒇 𝒙 𝒅𝒙 ≅
𝟑𝒉

𝟖
(𝐟 𝟎 + 𝟑𝐟 𝐡 + 𝟑𝐟 𝟐𝐡 + 𝐟(𝟑𝐡))

𝑿:به صورت زیر خواهد شدقاعده چهار نقطه ای با تغییر متغیر مقابل فرمول  = 𝒙𝟎 + 𝒙

 
𝒙𝟎

𝒙𝟑

𝒇 𝑿 𝒅𝑿 ≅
𝟑𝒉

𝟖
(𝒇𝟎 + 𝟑𝒇𝟏 + 𝟑𝒇𝟐 + 𝒇𝟑)



. ای نیوتن کاتس مقدار انتگرال زیر را به دست آوریدچهار نقطه با استفاده از فرمول قاعده 

 
𝟎

𝟏

𝒙𝒆𝒙𝒅𝒙

: و از آن داریمn=3است پس چهار نقطه ای چون فرمول 

𝒉 =
𝟏 − 𝟎

𝟑
=
𝟏

𝟑
𝒙𝟎 = 𝟎, 𝒙𝟏 =

𝟏

𝟑
, 𝒙𝟐 =

𝟐

𝟑
, 𝒙𝟑 = 𝟏

:بنابراین

 
𝟎

𝟏

𝒙𝒆𝒙𝒅𝒙 ≅
𝟏

𝟖
𝒇 𝟎 + 𝟑𝒇

𝟏

𝟑
+ 𝟑𝒇

𝟐

𝟑
+ 𝒇(𝟏) =

𝟏

𝟖
𝟎 + 𝒆

𝟏
𝟑 + 𝒆

𝟐
𝟑 + 𝒆𝟏 = 𝟏. 𝟎𝟎𝟏𝟕



>> syms x

>> f=x*exp(x);

>> int(f)

ans =

exp(x)*(x - 1)

>> int(f,0,1)

ans =

1

>> double(ans)

ans =

1



گاوسروش

در روش گاوس نقاط و ضرایب مجهول فرض می شوند، پس در فرمول 

 
𝒂

𝒃

𝒇 𝒙 𝒅𝒙 =  

𝒌=𝟎

𝒏

𝑨𝒌𝒇(𝒙𝒌) + 𝑬

ضریب مجهول داریمn+1نقطه و n+1بنابراین، 

𝒙𝟎, 𝒙𝟏, … , 𝒙𝒏

𝑨𝟎, 𝑨𝟏, … , 𝑨𝒏

:در نظر می گیریمE=0مجهول برای توابع زیر 2n+2به منظور به دست آوردن این 

𝒇 𝒙 = 𝟏, 𝒙, 𝒙𝟐, … , 𝒙𝟐𝒏+𝟏



.به دست می آیند[1 ,1-]لهای قاعده گاوس برای فاصله وفرم

.را به سادگی می توان با تغییر متغیر زیر به هم تبدیل کرد[1 ,1-]و [a, b]واضح است که فاصله های 

.در اینصورت داریم∋u[1 ,1-]و x∈[a, b]فرض کنید 

𝒙 =
𝟏

𝟐
𝒃 − 𝒂 𝒖 + 𝒃 + 𝒂 𝒅𝒙 =

𝒃 − 𝒂

𝟐
𝒅𝒖

 
𝒂

𝒃

𝒇 𝒙 𝒅𝒙 =
𝒃 − 𝒂

𝟐
 
−𝟏

𝟏

𝒈 𝒖 𝒅𝒖 𝒈 𝒖 = 𝒇
𝟏

𝟐
𝒃 − 𝒂 𝒖 + 𝒃 + 𝒂و



گاوسایدونقطهفرمول

 
−𝟏

𝟏

𝒇 𝒙 𝒅𝒙 =  

𝒌=𝟎

𝟏

𝑨𝒌𝒇(𝒙𝒌) + 𝑬

𝒇 𝒙 = 𝟏, 𝒙, 𝒙𝟐, 𝒙𝟑 E=0مقابل،توابعبرایکه

:باشیمداشتهبایستیآوریمدستبهبخواهیمراگاوساینقطهدوفرمولگاههر

 
−𝟏

𝟏

𝒇 𝒙 𝒅𝒙 ≅𝒇 −
𝟑

𝟑
+ 𝒇

𝟑

𝟑

𝑨𝟎 = 𝑨𝟏 = 𝟏 𝒙𝟎 = −
𝟑

𝟑
𝒙𝟏 =

𝟑

𝟑
:پس داریم



 .با استفاده از روش دو نقطه ای گاوس انتگرال زیر را محاسبه نمایید؟
𝟎

 𝝅 𝟐
𝒔𝒊𝒏𝒙 𝒅𝒙

𝒙با تغییر متغیر =
𝟏

𝟐

𝝅

𝟐
𝒖 +
𝝅

𝟐
=
𝝅(𝒖 + 𝟏)

𝟒
𝒙 =
𝟏

𝟐
𝒃 − 𝒂 𝒖 + 𝒃 + 𝒂

 
𝟎

 𝝅 𝟐
𝒔𝒊𝒏𝒙 𝒅𝒙 =

𝝅

𝟒
 
−𝟏

𝟏

𝒔𝒊𝒏
𝝅(𝒖 + 𝟏)

𝟒
𝒅𝒖 

𝒂

𝒃

𝒇 𝒙 𝒅𝒙 =
𝒃 − 𝒂

𝟐
 
−𝟏

𝟏

𝒈 𝒖 𝒅𝒖

𝒈 𝒖 = 𝒇
𝟏

𝟐
𝒃 − 𝒂 𝒖 + 𝒃 + 𝒂 = 𝒔𝒊𝒏

𝟏

𝟐

𝝅

𝟐
− 𝟎 𝒖 +

𝝅

𝟐
+ 𝟎 = 𝐬𝐢𝐧

𝝅(𝒖 + 𝟏)

𝟒

 
−𝟏

𝟏

𝒈 𝒖 𝒅𝒖 ≅𝒈 −
𝟑

𝟑
+ 𝒈

𝟑

𝟑
= 𝟎. 𝟑𝟐𝟓𝟖𝟗 + 𝟎. 𝟗𝟒𝟓𝟒𝟏 = 𝟏. 𝟐𝟕𝟏𝟑

 
𝟎

 𝝅 𝟐
𝒔𝒊𝒏𝒙 𝒅𝒙 =

𝝅

𝟒
 
−𝟏

𝟏

𝒔𝒊𝒏
𝝅(𝒖 + 𝟏)

𝟒
𝒅𝒖 =
𝝅

𝟒
× 𝟏. 𝟐𝟕𝟏𝟑 = 𝟎. 𝟗𝟗𝟖𝟒𝟖



 .با استفاده از روش دو نقطه ای گاوس انتگرال زیر را محاسبه نمایید؟
𝟏

𝟐 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙

𝒙
𝒅𝒙

𝒙 =
𝟏

𝟐
𝒖 + 𝟑 =

(𝒖 + 𝟑)

𝟐

𝒙 =
𝟏

𝟐
𝒃 − 𝒂 𝒖 + 𝒃 + 𝒂

𝒅𝒙 =
𝒃 − 𝒂

𝟐
𝒅𝒖 =
𝟏

𝟐
𝒅𝒖

 
𝟏

𝟐 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙

𝒙
𝒅𝒙 =
𝟏

𝟐
 
−𝟏

𝟏 𝒔𝒊𝒏𝟐
(𝒖 + 𝟑)
𝟐

(𝒖 + 𝟑)
𝟐

𝒅𝒖 ≅  
−𝟏

𝟏 𝒔𝒊𝒏𝟐
𝒖 + 𝟑
𝟐

𝒖 + 𝟑
𝒅𝒖 =

𝒈 −
𝟑

𝟑
+ 𝒈

𝟑

𝟑
= 𝟎. 𝟑𝟔𝟏𝟔𝟗𝟏𝟐𝟑𝟏 + 𝟎. 𝟐𝟔𝟔𝟒𝟕𝟓𝟐𝟑𝟔 = 𝟎. 𝟔𝟐𝟖𝟏𝟔𝟔𝟒𝟔𝟕



 گاوساینقطهسهفرمول
−𝟏

𝟏

𝒇 𝒙 𝒅𝒙 ≅
𝟏

𝟗
𝟓𝒇 −

𝟑

𝟓
+ 𝟖𝒇 𝟎 + 𝟓𝒇

𝟑

𝟓

 .گاوس انتگرال زیر را محاسبه نمایید؟سه نقطه ای با استفاده از روش 
𝟏

𝟐 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙

𝒙
𝒅𝒙

𝒙 =
𝟏

𝟐
𝒖 + 𝟑 =

(𝒖 + 𝟑)

𝟐

𝒙 =
𝟏

𝟐
𝒃 − 𝒂 𝒖 + 𝒃 + 𝒂

𝒅𝒙 =
𝒃 − 𝒂

𝟐
𝒅𝒖 =
𝟏

𝟐
𝒅𝒖

 
𝟏

𝟐 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙

𝒙
𝒅𝒙 =
𝟏

𝟐
 
−𝟏

𝟏 𝒔𝒊𝒏𝟐
(𝒖 + 𝟑)
𝟐

(𝒖 + 𝟑)
𝟐

𝒅𝒖 ≅  
−𝟏

𝟏 𝒔𝒊𝒏𝟐
𝒖 + 𝟑
𝟐

𝒖 + 𝟑
𝒅𝒖 =



 
−𝟏

𝟏

𝒇 𝒙 𝒅𝒙 ≅
𝟏

𝟗
𝟓𝒇 −

𝟑

𝟓
+ 𝟖𝒇 𝟎 + 𝟓𝒇

𝟑

𝟓

=
𝟏

𝟗
𝟓 × 𝟎. 𝟑𝟔𝟏𝟒𝟕𝟑𝟐𝟒𝟔 + 𝟖 × 𝟎. 𝟑𝟑𝟏𝟔𝟔𝟓𝟒𝟏𝟔 + 𝟓 × 𝟎. 𝟐𝟑𝟗𝟐𝟔𝟒𝟓𝟏𝟐 = 𝟎. 𝟔𝟐𝟖𝟓𝟓𝟔𝟗𝟎𝟐

 
𝟏

𝟐 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒙

𝒙
𝒅𝒙 ≅ 𝟎. 𝟔𝟐𝟖𝟓𝟓𝟔𝟗𝟎𝟐



منفردانتگرالهای

 
𝟎

𝟏 𝟏

𝒙
𝒅𝒙  

𝟎

𝟏 𝟏

𝟏 − 𝒙𝟐
𝒅𝒙  

−𝟏

𝟏 𝟏

𝟏 − 𝒙𝟐
𝒅𝒙

لهفاصانتهایینقطهدوهریایکدرکنیممحاسبهراآنهاانتگرالخواهیممیکهتوابعیآندرکه
.اندنشدهتعریفانتگرالگیری

.این نقطه را نقطه منفرد یا تکین تابع می نامیم



میانینقطهقاعده

طولوhعرضبهمستطیلمساحتفاصلهدرfنمودارزیرمساحتمحاسبهبرای
.کنیممیمحاسبهرا

𝒙𝒊, 𝒙𝒊+𝟏𝐟 𝒙𝒊 +
𝒉

𝟐

 
𝒙𝒊

𝒙𝒊+𝟏

𝒇(𝒙) 𝒅𝒙 ≅ 𝐡𝒇 𝒙𝒊 +
𝒉

𝟐



:بودخواهدزیرشرحبهمیانینقطهقاعدهبنابراین

 
𝒂

𝒃

𝒇 𝒙 𝒅𝒙 =  
𝒙𝟎

𝒙𝒏

𝒇 𝒙 𝒅𝒙 =  
𝒙𝟎

𝒙𝟏

𝒇 𝒙 𝒅𝒙 +⋯+ 
𝒙𝒊

𝒙𝒊+𝟏

𝒇 𝒙 𝒅𝒙 +⋯+ 
𝒙𝒏−𝟏

𝒙𝒏

𝒇 𝒙 𝒅𝒙

 
𝒂

𝒃

𝒇 𝒙 𝒅𝒙 ≅ 𝑴 𝒉 = 𝒉 𝒇(𝒙𝟎 +
𝒉

𝟐
) + ⋯+ 𝒇(𝒙𝒊 +

𝒉

𝟐
) + ⋯+ 𝒇(𝒙𝒏−𝟏 +

𝒉

𝟐
)



(h=0.03و h=0.01.)با استفاده از روش نقطه میانی انتگرال زیر را محاسبه نمایید؟

 
𝟎

𝟎.𝟎𝟗 𝟏

𝒙
𝒅𝒙

 
𝟎

𝟎.𝟎𝟗 𝟏

𝒙
𝒅𝒙 ≅ 𝑴 𝟎. 𝟎𝟑 = 𝟎. 𝟎𝟑 𝒇 𝟎. 𝟎𝟏𝟓 + 𝒇 𝟎. 𝟎𝟒𝟓 + 𝒇 𝟎. 𝟎𝟕𝟓 = 𝟎. 𝟒𝟗𝟓𝟗

 
𝒂

𝒃

𝒇 𝒙 𝒅𝒙 ≅ 𝑴 𝒉 = 𝒉 𝒇(𝒙𝟎 +
𝒉

𝟐
) + ⋯+ 𝒇(𝒙𝒊 +

𝒉

𝟐
) + ⋯+ 𝒇(𝒙𝒏−𝟏 +

𝒉

𝟐
)

 
𝟎

𝟎.𝟎𝟗 𝟏

𝒙
𝒅𝒙 ≅ 𝑴 𝟎. 𝟎𝟏 = 𝟎. 𝟎𝟏 𝒇 𝟎. 𝟎𝟎𝟓 + 𝒇 𝟎. 𝟎𝟏𝟓 +⋯+ 𝒇 𝟎. 𝟎𝟖𝟓 = 𝟎. 𝟓𝟑𝟗𝟓𝟖𝟕

𝒙 = 𝟎, 𝟎. 𝟎𝟑, 𝟎. 𝟎𝟔, 𝟎. 𝟎𝟗

𝒙 = 𝟎, 𝟎. 𝟎𝟏, 𝟎. 𝟎𝟐, … , 𝟎. 𝟎𝟖, 𝟎. 𝟎𝟗



 
𝟎

𝟎.𝟎𝟗 𝟏

𝒙
𝒅𝒙 ≅ 𝑴 𝟎. 𝟎𝟑 = 𝟎. 𝟒𝟗𝟓𝟗

 
𝟎

𝟎.𝟎𝟗 𝟏

𝒙
𝒅𝒙 ≅ 𝑴 𝟎. 𝟎𝟏 = 𝟎. 𝟓𝟑𝟗𝟓𝟖𝟕

مقدار واقعی انتگرال عبارتست از

 
𝟎

𝟎.𝟎𝟗 𝟏

𝒙
𝒅𝒙 = 𝟐 𝒙 𝟎

𝟎.𝟎𝟗 = 𝟎. 𝟔

.می باشد0.06با مقدار واقعی حدود M(0.01)خطای و 0.104با مقدار واقعی حدود M(0.03)خطای بنابراین



خطای روشهای انتگرالگیری

خطای روش ذوزنقه

نقاطدرکهfدرونیابایجملهچندوسیلهبهمحاسبهبرایراایذوزنقهقاعدهفرمول
.آوریممیدستبهاست،مقدارهمfباو

 
𝒙𝒊

𝒙𝒊+𝟏

𝒇(𝒙) 𝒅𝒙

𝒙𝒊𝒙𝒊+𝟏

𝑬𝑻 𝒉 = −
𝒃 − 𝒂

𝟏𝟐
𝒉𝟐𝒇′′ 𝜷 , 𝜷 ∈ [𝒂, 𝒃]

. 1نکته

𝟏نصف شود مقدار خطا  hاست، بنابراین هرگاه hخطای قاعده ذوزنقه ای متناسب با توان دوم 

𝟒
.  خواهد شد

.  2نکته
. قاعده ذوزنقه ای برای چند جمله ای های تا درجه یک دقیق است زیرا مشتق مرتبه دوم در این توابع صفر است



:باشد، یعنییک کران بالا برای هر گاه : توجه 𝑴𝟐𝒇′′(𝒙)

𝒇′′(𝒙) ≤ 𝑴𝟐, 𝒙 ∈ [𝒂, 𝒃]

𝑬𝑻 𝒉 ≤
𝒃 − 𝒂

𝟏𝟐
𝒉𝟐𝑴𝟐

.رودمیکاربهنباشدبیشترمعینیمقدارازT(h)خطایطوریکهبه،hبرآوردبراینامساوی:نتیجه
:باشیمداشتهکهکنیمپیداطوریراhاستکافیبخواهیمگاههرمثلا 𝑬𝑻 𝒉 ≤ 𝜺

𝒃 − 𝒂

𝟏𝟐
𝒉𝟐𝑴𝟐 ≤ 𝜺



.باشد؟𝟐−𝟏𝟎تقریبی از انتگرال زیر را به دست آورید به طوری که خطای آن حداکثر  

 
𝟎

𝟏

𝒙 𝒔𝒊𝒏𝒙 𝒅𝒙

𝒂:داریم = 𝟎, 𝒃 = 𝟏, 𝜺 = 𝟏𝟎−𝟐

:را به طریق زیر بدست می آوریم 𝑴𝟐𝒇′′(𝒙) = 𝟐 𝒄𝒐𝒔𝒙 − 𝒙 𝒔𝒊𝒏𝒙

𝒇′′(𝒙) = 𝟐 𝒄𝒐𝒔𝒙 − 𝒙 𝒔𝒊𝒏𝒙 ≤ 𝟐 𝒄𝒐𝒔𝒙 + 𝒙 𝒔𝒊𝒏𝒙 ≤ 𝟐 + 𝟏 = 𝟑 :بنابراین

:را طوری به دست آوریم که داشته باشیمh، بنابراین بایستی پس  𝑴𝟐 = 3

𝒃 − 𝒂

𝟏𝟐
𝒉𝟐𝑴𝟐 ≤ 𝜺

𝟏 − 𝟎

𝟏𝟐
𝒉𝟐𝟑 ≤ 𝟏𝟎−𝟐

𝒉𝟐

𝟒
≤ 𝟏𝟎−𝟐 𝒉 ≤ 𝟎. 𝟐



𝒉:بنابراین داریم = 𝟎. 𝟐

 
𝒂

𝒃

𝒇 𝒙 𝒅𝒙 ≅ 𝑻 𝒉 =
𝒉

𝟐
𝒇𝟎 + 𝟐𝒇𝟏 + 𝟐𝒇𝟐 +⋯+ 𝟐𝒇𝒏−𝟏 + 𝒇𝒏

 
𝟎

𝟏

𝒙 𝒔𝒊𝒏𝒙𝒅𝒙 ≅ 𝑻 𝟎. 𝟐 =

 
𝟎

𝟏

𝒙 𝒔𝒊𝒏𝒙𝒅𝒙 ≅ 𝟎. 𝟑𝟎𝟓𝟕𝟖

𝟎. 𝟐

𝟐
𝟎 + 𝟐(𝟎. 𝟐𝒔𝒊𝒏𝟎. 𝟐 + 𝟎. 𝟒𝒔𝒊𝒏𝟎. 𝟒 + 𝟎. 𝟔𝒔𝒊𝒏𝟎. 𝟔 + 𝟎. 𝟖𝒔𝒊𝒏𝟎. 𝟖) + 𝒔𝒊𝒏𝟏



خطای روش سیمپسون

باشدhخطای روش انتگرالگیری سیمپسون با طول زیر فاصله ES(h)هرگاه 

𝑬𝑺 𝒉 ≅ −
𝒃 − 𝒂

𝟏𝟖𝟎
𝒉𝟒𝒇(𝟒) 𝜼 , 𝜼 ∈ [𝒂, 𝒃]

. 1نکته
.  دقیق است3است و روش سیمپسون برای چند جمله ایهای تا درجه hمتناسب با توان چهارم S(h)خطای 



.  2نکته
𝒇مقداری نامعلوم است، لذا هرگاه داشته باشیم ηچون   𝟒 (𝒙) ≤ 𝑴𝟒, 𝒙 ∈ [𝒂, 𝒃]

𝑬𝑺:خواهیم داشتS(h)کران بالای خطای زیر را برای بنابراین 𝒉 ≤
𝒃 − 𝒂

𝟏𝟖𝟎
𝒉𝟒𝑴𝟒

راS(h)بخواهیمهرگاهمثلا.کردحسابشودمیتعیینقبلازکهدقتیباراS(h)توانمیبالارابطهازاستفادهبا
کهآوریمدستبهچنان

𝑬𝑺 𝒉 ≤ 𝜺

:را چنان تعیین کنیم کهhکافی است 

𝒃 − 𝒂

𝟏𝟖𝟎
𝒉𝟒𝑴𝟒 ≤ 𝜺



hکهآوریددستبهطوریراS(h)کندتعیین𝟓−𝟏𝟎خطایحداکثربارازیرانتگرالمقدار.

 
𝟎

𝝅
𝟐
𝒙 𝒄𝒐𝒔𝒙𝒅𝒙

𝒂:داریم = 𝟎, 𝒃 =
𝝅

𝟐
, 𝜺 = 𝟏𝟎−𝟓𝒇 𝒙 = 𝒙 𝒄𝒐𝒔𝒙

:را به طریق زیر بدست می آوریم 𝑴𝟒𝒇 𝟒 𝒙 = 𝟒 𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒙 𝒄𝒐𝒔𝒙

𝒇(𝟒)(𝒙) = 𝟒 𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒙 𝒄𝒐𝒔𝒙 ≤ 𝟒 𝒔𝒊𝒏𝒙 + 𝒙 𝒄𝒐𝒔𝒙 ≤ 𝟒 +
𝝅

𝟐
< 𝟔 𝟎 ≤ 𝒙 ≤

𝝅

𝟐

𝒃 − 𝒂

𝟏𝟖𝟎
𝒉𝟒𝑴𝟒 ≤ 𝜺

𝝅
𝟐
− 𝟎

𝟏𝟖𝟎
𝒉𝟒𝟔 ≤ 𝟏𝟎−𝟓

𝝅𝒉𝟒

𝟔𝟎
≤ 𝟏𝟎−𝟓

𝒉 ≤ 𝟎. 𝟏 ×
𝟔

𝝅
≅ 𝟎. 𝟏𝟏𝟕𝟔



𝝅𝒉یمارلذا چون د = 𝒃 − 𝒂 =
𝝅

𝟐
𝒏پس =

𝝅

𝟐𝒉

𝒏 =
𝝅

𝟐𝒉
≥

𝝅

𝟐 × 𝟎. 𝟏𝟏𝟕𝟔
= 𝟏𝟑. 𝟑𝟓𝟕𝟏

:و داریمn=14زوج باشد، لذا nچون در روش سیمپسون باید 

𝒉 =
 𝝅 𝟐
𝒏
=
𝝅

𝟐𝟖
≅ 𝟎. 𝟏𝟏𝟐𝟐 ≤ 𝟎. 𝟏𝟏𝟕𝟔



خطای قاعده نقطه میانی

:خطای قاعده نقطه میانی باشدEM(h)هرگاه 

𝑬𝑴 𝒉 ≅
𝒃 − 𝒂

𝟐𝟒
𝒉𝟐𝒇(𝟐) 𝜼 , 𝜼 ∈ [𝒂, 𝒃]

𝒇(𝟐) ≤ 𝑴𝟐 :در اینصورتهرگاه

𝑬𝑴 𝒉 ≅
𝒃 − 𝒂

𝟐𝟒
𝒉𝟐𝑴𝟐

.  نکته

𝟏نصف شود مقدار خطا  hاست، بنابراین هرگاه hخطای قاعده نقطه میانی متناسب با توان دوم 

𝟒
.خواهد شد

.  و روش نقطه میانی برای چندجمله ایهای تا درجه یک دقیق است



http://numericalmethods.eng.usf.edu

http://numericalmethods.eng.usf.edu/


What is Integration

Integration:


b

a

dx)x(fI

The process of measuring the 
area under a function plotted 
on a graph.

Where: 

f(x) is the integrand

a= lower limit of integration

b= upper limit of integration

 

 

f(x) 

a b 


b

a

dx)x(f  

y 

x 



Basis of Trapezoidal Rule


b

a

dx)x(fI

Trapezoidal Rule is based on the Newton-Cotes Formula that states if one can
approximate the integrand as an nth order polynomial…

where )x(f)x(f n

n
n

n
nn xaxa...xaa)x(f  


1
110

and



Basis of Trapezoidal Rule

 

b

a

n

b

a

xfxf )()(

Then the integral of that function is approximated by the integral of that nth order
polynomial.

Trapezoidal Rule assumes n=1, that is, the area under the linear
polynomial,






 


2

)b(f)a(f
)ab(

b

a

dx)x(f



Method Derived From Geometry

The area under the curve is a trapezoid. The integral

trapezoidofAreadxxf

b

a

 )(

)height)(sidesparallelofSum(
2

1


  )ab()a(f)b(f 
2

1






 


2

)b(f)a(f
)ab(



Example 1

The vertical distance covered by a rocket from t=8 to t=30 seconds is given by:

 

















30

8

89
2100140000

140000
2000 dtt.

t
lnx

a) Use single segment Trapezoidal rule to find the distance covered.
b) Find the true error,     for part (a).
c) Find the absolute relative true error,      for part (a).

tE

a



Solution






 


2

)b(f)a(f
)ab(Ia) 8a 30b

t.
t

ln)t(f 89
2100140000

140000
2000 









)(.
)(

ln)(f 889
82100140000

140000
20008 












)(.
)(

ln)(f 3089
302100140000

140000
200030 












s/m.27177

s/m.67901








 


2

6790127177
830

..
)(I m11868a)

b) The exact value of the above integral is

 

















30

8

89
2100140000

140000
2000 dtt.

t
lnx m11061



b) ValueeApproximatValueTrueEt  1186811061 m807

c) The absolute relative true error, , would bet

100
11061

1186811061



t %.29597



Multiple Segment Trapezoidal Rule

In Example 1, the true error using single segment trapezoidal rule was
large. We can divide the interval [8,30] into [8,19] and [19,30] intervals
and apply Trapezoidal rule over each segment.

t.
t

ln)t(f 89
2100140000

140000
2000 












 
30

19

19

8

30

8

dt)t(fdt)t(fdt)t(f






 





 


2

3019
1930

2

198
819

)(f)(f
)(

)(f)(f
)(



Multiple Segment Trapezoidal Rule

With

s/m.)(f 271778 

s/m.)(f 7548419 

s/m.)(f 6790130 








 








 
 2

67.90175.484
)1930(

2

75.48427.177
)819()(

30

8

dttf m11266

Hence:



Multiple Segment Trapezoidal Rule

1126611061tE m205The true error is:

The true error now is reduced from -807 m to -205 m.

Extending this procedure to divide the interval into equal segments to
apply the Trapezoidal rule; the sum of the results obtained for each
segment is the approximate value of the integral.



Multiple Segment Trapezoidal Rule

Figure 4: Multiple (n=4) Segment Trapezoidal Rule

Divide into equal segments as shown in Figure 4. Then the width of each
segment is:

n

ab
h




The integral I is: 
b

a

dx)x(fI

















b

h)n(a

h)n(a

h)n(a

ha

ha

ha

a

dx)x(fdx)x(f...dx)x(fdx)x(f
1

1

2

2

Multiple Segment Trapezoidal Rule

The integral I can be broken into h integrals as:


b

a

dx)x(f

Applying Trapezoidal rule on each segment gives:


b

a

dx)x(f 




















 




)b(f)iha(f)a(f
n

ab n

i

1

1

2
2



Example 2

The vertical distance covered by a rocket from  to  seconds is given by:

 

















30

8

89
2100140000

140000
2000 dtt.

t
lnx

a) Use two-segment Trapezoidal rule to find the distance covered.
b) Find the true error,     for part (a).
c) Find the absolute relative true error,      for part (a). a

tE



Solution

a) The solution using 2-segment Trapezoidal rule is
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b) The exact value of the above integral is

so the true error is ValueeApproximatValueTrueEt  1126611061

The absolute relative true error, , would bet 100
Value True
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Table 1 gives the values obtained using multiple segment Trapezoidal rule for: 

n Value Et

1 11868 -807 7.296 ---

2 11266 -205 1.853 5.343

3 11153 -91.4 0.8265 1.019

4 11113 -51.5 0.4655 0.3594

5 11094 -33.0 0.2981 0.1669

6 11084 -22.9 0.2070 0.09082

7 11078 -16.8 0.1521 0.05482

8 11074 -12.9 0.1165 0.03560
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Table 1: Multiple Segment Trapezoidal Rule Values
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Example 3
Use Multiple Segment Trapezoidal Rule to find the area under the curve
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Solution






















 




)b(f)iha(f)a(f
n

ab
I

n

i

1

1

2
2






















 




)(f)(f)(f
)( i

105020
22

010 12

1

 )(f)(f)(f 10520
4

10
  13600391020

4

10
.).( 

53550.

Then:



So what is the true value of this integral? 59246
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n Approximate 
Value

1 0.681 245.91 99.724%

2 50.535 196.05 79.505%

4 170.61 75.978 30.812%

8 227.04 19.546 7.927%

16 241.70 4.887 1.982%

32 245.37 1.222 0.495%

64 246.28 0.305 0.124%

Table 2: Values obtained using Multiple Segment Trapezoidal Rule  for: 
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Error in Multiple Segment Trapezoidal Rule

The true error for a single segment Trapezoidal rule is given by:

ba),("f
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where  is some point in  b,a

What is the error, then in the multiple segment Trapezoidal rule? It will be simply
the sum of the errors from each segment, where the error in each segment is that
of the single segment Trapezoidal rule.

The error in each segment is
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Error in Multiple Segment Trapezoidal Rule



Hence the total error in multiple segment Trapezoidal rule is
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Below is the table for the integral  

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as a function of the number of segments. You can visualize that as the number of
segments are doubled, the true error gets approximately quartered.

tE %t %an Value

2 11266 -205 1.854 5.343

4 11113 -51.5 0.4655 0.3594

8 11074 -12.9 0.1165 0.03560

16 11065 -3.22 0.02913 0.00401

Error in Multiple Segment Trapezoidal Rule



Basis of the Gaussian  Quadrature Rule

Previously, the Trapezoidal Rule was developed by the method of undetermined 
coefficients.  The result of that development is summarized below. 
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Two-Point Gaussian Quadrature Rule



The two-point Gauss Quadrature Rule is an extension of the Trapezoidal Rule
approximation where the arguments of the function are not predetermined as a and b
but as unknowns x1 and x2. In the two-point Gauss Quadrature Rule, the integral is
approximated as
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The four unknowns x1, x2, c1 and c2 are found by assuming that the
formula gives exact results for integrating a general third order
polynomial,
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It follows that 
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Equating Equations the two previous two expressions yield
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Since the constants a0, a1, a2, a3 are arbitrary  

21 ccab 

2211

22

2
xcxc

ab




2

22

2

11

33

3
xcxc

ab




3

22

3

11

44

4
xcxc

ab






The previous four simultaneous nonlinear Equations have only one acceptable solution,
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Hence Two-Point Gaussian Quadrature Rule
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Higher Point Gaussian Quadrature Formulas
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is called the three-point Gauss Quadrature Rule. 

The coefficients c1, c2, and c3, and the functional arguments x1, x2, and x3

are calculated by assuming the formula gives exact expressions for
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Arguments and Weighing Factors  for n-point Gauss 
Quadrature Formulas

In handbooks, coefficients and

Gauss Quadrature Rule are

 
 


1

1 1

n

i
ii )x(gcdx)x(g

as shown in Table 1.

Points Weighting
Factors

Function
Arguments

2 c1 = 1.000000000
c2 = 1.000000000

x1 = -0.577350269
x2 =  0.577350269

3 c1 = 0.555555556
c2 = 0.888888889
c3 = 0.555555556

x1 = -0.774596669
x2 =  0.000000000
x3 =  0.774596669

4 c1 = 0.347854845
c2 = 0.652145155
c3 = 0.652145155
c4 = 0.347854845

x1 = -0.861136312
x2 = -0.339981044

x3 = 0.339981044
x4 = 0.861136312

arguments given for n-point

given for integrals

Table 1: Weighting factors c and function
arguments x used in Gauss Quadrature 
Formulas.



Points Weighting
Factors

Function
Arguments

5 c1 = 0.236926885
c2 = 0.478628670
c3 = 0.568888889
c4 = 0.478628670
c5 = 0.236926885

x1 = -0.906179846
x2 = -0.538469310
x3 =  0.000000000
x4 =  0.538469310
x5 =  0.906179846

6 c1 = 0.171324492
c2 = 0.360761573
c3 = 0.467913935
c4 = 0.467913935
c5 = 0.360761573
c6 = 0.171324492

x1 = -0.932469514
x2 = -0.661209386
x3 = -0.2386191860
x4 =  0.2386191860
x5 =  0.661209386

x6 =  0.932469514

Table 1 (cont.) : Weighting factors c and function arguments x used in Gauss Quadrature Formulas.



So if the table is given for 

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Example 1

For an integral derive the one-point Gaussian Quadrature Rule.,dx)x(f
b

a



Solution

The one-point Gaussian Quadrature Rule is  11 xfcdx)x(f
b

a



The two unknowns x1, and c1 are found by assuming that the formula gives exact
results for integrating a general first order polynomial,
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It follows that  1101)( xaacdxxf
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Equating Equations, the two previous two expressions yield
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Hence One-Point Gaussian Quadrature Rule
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Example 2

Use two-point Gauss Quadrature Rule to approximate the distance

covered by a rocket from t=8 to t=30 as given by 
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Find the true error,          for part (a).

Also, find the absolute relative true error,        for part (a).a

a)

b)

c)
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Solution

First, change the limits of integration from [8,30] to [-1,1]

by previous relations as follows
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Next, get weighting factors and function argument values from Table 1

for the two point rule,
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Now we can use the Gauss Quadrature formula 
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The absolute relative true error, t , is (Exact value = 11061.34m) c)

The true error,         ,  isb) tE
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